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Prólogo 


Este libro se ha concebido como complemento a los textos usuales de electricidad o bien como 
libro de texto básico para un primer curso de análisis de circuitos. En él se ha dado una importancia 
especial a las leyes fundamentales, a los teoremas y a las técnicas que son comunes a los diversos enfo¬ 
ques expuestos en otras obras. 

Está dividido en capítulos que tratan los campos de teoría y estudio ya reconocidos. Cada capí¬ 
tulo empieza por establecer las definiciones, teoremas y principios pertinentes, junto con ejemplos, 
figuras y demás material aclaratorio. A continuación, se presentan dos series, adecuadamente gradua¬ 
das, de problemas resueltos y de problemas propuestos. Los primeros sirven para aclarar y ampliar 
la teoría. Presentan métodos de análisis, proporcionan ejemplos prácticos y centran la atención en aque¬ 
llos aspectos de detalle que son esenciales para que el alumno pueda aplicar correctamente y con segu¬ 
ndad los principios fundamentales. El gran número de problemas propuestos como complemento per¬ 
mite realizar un repaso de todas las materias contenidas en el capítulo, 

Los temas tratados incluyen el análisis de respuestas y formas de ondas, sistema de números com- 
záejos, notación matricial, circuitos en serie y paralelos, potencia y factor de potencia, fenómenos de 
resonancia. Se han utilizado ampliamente las matrices y determinantes en el estudio de los métodos 
Ce análisis basados en las corrientes, en las mallas y las tensiones en los nudos. También se ha empleado 
el cálculo matricial en el estudio de las transformaciones estrella-triángulo y en los teoremas de circuitos, 
:a.es como los de superposición y reciprocidad. Se ha procurado explicar con sumo detalle el tema de los 
-ltcuíios con acoplo magnético y lo mismo puede decirse de los sistemas polifásicos de todos los tipos, 
dedicando atención especial al circuito equivalente monofásico por sus importantes aplicaciones. Se 
estudian, simultáneamente, las series trigonométricas y las exponenciales de Fourier, verificando fre- 
cu-enies conversiones de los coeficientes de unas a otras para ver con claridad su correspondencia. El 
régimen transitorio en corrientes continua y alterna se explica y resuelve empleando ecuaciones diferen- 
— clásicas, de manera que esta materia puede estudiarse perfectamente antes de ver la notación fa- 
senai del Capítulo 5 ; en rigor, así se recomienda para aquellos alumnos cuyos conocimientos matemá¬ 
ticos se lo permitan. El método de la transformada de Laplace se aplica a muchos de los problemas ya 
estudiados y resueltos en el Capítulo 16 por ecuaciones diferenciales. Esto permite comparar los dos 
métodos y ver claramente las peculiaridades y ventajas del método en cuestión. 

Queremos aprovechar esta ocasión para expresar profunda gratitud al personal de la Schaum 
Ptihitshing Company y, en especial, al señor Nicola Miracapillo, por sus valiosas sugerencias y útil co- 
abo ración. A mi esposa Nina le debo mucho más que un simple agradecimiento por su continuo apoyo 
■, ssumulo que tamo han contribuido a la realización de esta obra. 

JOSEPH A. EDMINISTER 


Universidad de Akron 
2 \ de agosto de 1965 
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Capítulo 1 


Definiciones y parámetros de un circuito 

SISTEMAS DE UNIDADES 

En ingeniería eléctrica se emplea el sistema internacional de unidades S. I., que considera como 
magnitudes fundamentales la longitud (L), la masa {M\ el tiempo (7) y la intensidad de corriente (J), 
cuyas unidades respectivas son el metro (m), el kilogramo {kg), el segundo (s) y el amperio (A). Abre¬ 
viadamente, este sistema se llama mksa, que corresponde a las iniciales de las unidades citadas. 

Todas las fórmulas del libro aparecen racionalizadas, es decir, la constante de la ley de Coulomb 
de la electrostática se iguala a l/47te, y la correspondiente a la ley de La place del magnetismo se iguala 
a 

La unidad de fuerza en el sistema racionalizado mksa es derivada; se llama newton y tiene de sím¬ 
bolo N. Una fuerza de 1 newton es aquella que aplicada a un sólido de 1 kilogramo de masa le comunica 
una aceleración de 1 metro por segundo en cada segundo. Por consiguiente: 

Fuerza (N) = masa (kg) x aceleración (m/s 2 ) 

La unidad de trabajo y, por tanto, la de energía, también es derivada; se llama julio (J) y correspon¬ 
de al trabajo realizado por una fuerza de 1 newton cuando su punto de aplicación se desplaza 1 metro 
en la dirección del movimiento. La unidad de potencia, en estas condiciones, se llama vatio (W) y co¬ 
rresponde al julio por segundo. Resumiendo, pues, 1 J = IN-ni y 1W = 1 J/s. 


LEY DE COULOMB 


Establece que la fuerza (de atracción o de repulsión) entre dos cargas eléctricas puntuales, q y q\ 
es directamente proporcional al producto de ambas e inversamente proporcional al cuadrado de su 
distancia r, Matemáticamente, se escribe en la forma 


F = 



siendo k la constante de proporcionalidad (con dimensiones) y que depende, por una parte, del sistema 
de unidades empleado y, por otra, del medio donde estén situadas las cargas. Concretamente, en el sis¬ 
tema mksa en el que la unidad de carga eléctrica es derivada y se llama culombio (C), y en el vacío o 
espacio libre el valor de dicha constante es 


= 10 9 N * m 2 /C 2 

Como ya hemos adelantado, el sistema mksa racionalizado es aquel que hace k Q = 

1 qq 


4ítí 0 


que la ley de Coulomb adquiere la forma F 
de donde j y 


> con lo 

1 


* 2 . En el vacío (subíndice cero) tendremos K n = - 

4jre 0 r 0 4?ie 0 


*o = 


10 


8,85 x 10‘ 12 C 2 /N • m 


4 nk 0 4tt(9 x 10 9 } 


36 


Sí el medio donde se hallan las cargas no es el vacío, la fuerza que aparece entre las cargas inducidas 
reduce la resultante. En el aire, el valor de e es ligeramente superior a é 0 y, en la práctica, se consideran 
iguales. Para otros medios distintos del aire, el valor de e se define por 


* = Ke 0 

en donde K es una constante de proporcionalidad adimensional que se llama constante dieléctrica re - 
Unica o capacidad inductiva especifica del medio en cuestión. El valor € = Ke 0 se denomina permitividad 
o constante dieléctrica absoluta del medio, con lo que e 0 es la permitividad del vacío. Para el espacio libre, 
pues, A = 1 y e - e 0 . 

Hemos dicho anteriormente que la unidad de carga en el sistema mksa es el culombio (C); se puede 
definir como aquella carga que, situada frente a otra igual a 1 metro de distancia y en el vacío, se repelen 
con una fuerza de 9 x 1Ü 9 newton. Los submúltiplos más utilizados del culombio son 

1 pC - 1 microculombio = 10" 6 C 
1 pC i= 1 picoculombio = 10" 12 C 

La carga elemental correspondiente al electrón ( —e), o al protón ( + e), vale e = 1,602 x 10 -19 C. 


1 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 


DIFERENCIA DE POTENCIAL p 

La diferencia de potencial o tensión v entre dos puntos de un campo eléctrico es, por definición, 
el trabajo necesario para desplazar la unidad de carga eléctrica positiva de un punto al otro en contra 
o a favor de las fuerzas del campo. En el sistema mksa, la unidad de diferencia de potencial es el voltio 
(V) y corresponde al trabajo de 1 julio (J) al desplazar 1 culombio (C) de carga de uno al otro punto, 
es decir, 1 V - 1 J/C. 

Si entre dos puntos existe una diferencia de potencial v (d.d.p.), el trabajo necesario para desplazar 
una carga q será qv y la carga se moverá del punto de mayor al de menor potencial. 

Un agente o dispositivo, tal como una batería o un generador, posee una fuerza electromotriz (f.e.m.) 
si es capaz de suministrar a una carga eléctrica la energía suficiente para hacerla circular por él, del ter¬ 
minal de menor al de mayor potencial. La f.e.m. se mide por la d.d.p. en bornes del generador cuando 
no suministra corriente eléctrica, es decir, en circuito abierto. 


CORRIENTE ELECTRICA / 


Todo cuerpo con electrones libres capaces de moverse entre los átomos de la red cristalina del mismo 
se llama conductor. Una de las causas que origina este movimiento es la aplicación al conductor de una 
diferencia de potencial. 

Cuando de un punió a otro de un conductor se desplaza una o más cargas eléctricas diremos que 
circula por él una corriente eléctrica. Si la carga se transfiere a una velocidad de 1 culombio por segun¬ 
do (C/s) la corriente por el conductor tiene una intensidad de 1 amperio (A); es decir, 1 A = 1 C/s. 
En general, la intensidad de corriente instantánea i en un’ conductor es 


i (A) 


dq(C) 
dt (s) 


Por convenio, se ha establecido como sen¬ 
tido positivo de la intensidad de la corriente 
eléctrica e! opuesto al del movimiento de los 
electrones. Véase Figura 1-L 



movimiento de los electrones 
temido de corriente ■» 


Fig.1-1 


POTENCIA P 

La potencia eléctrica p se define por el producto de la diferencia de potencial o tensión aplicada v 
y la intensidad de corriente i a que da lugar. La unidad de potencia es el vatio (W), de manera que 
1 W = 1 V * A. Matemática se escribe: 


p( W) = t>(V) x i (A) 

Por definición, corriente eléctrica positiva es aquella que circu¬ 
la en el sentido indicado por la flecha que aparece en el generador o 
fuente de tensión, es decir, del terminal o polo negativo al positivo, 
como se indica en la Fig, 1-2. Si la potencia p es positiva quiere 
decir que la fuente entrega corriente al circuito, esto es, suministra 
energía. 

En el caso de que la potencia p sea una función periódica del 
tiempo í, de periodo T, se define el valor medio por: 

1 C T 

Potencia media P = ^ J p dt 

ENERGIA w 

Como la potencia p es la variación de energía transferida en la unidad de tiempo. 



Fig. 1-2 


V ~ 


dw 

dt 


de donde W 




dt 


siendo W la energía total suministrada durante un intervalo de tiempo dado. 
La unidad de energía, como ya dijimos, es el julio: í J = I W-s. 
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ELEMENTO RESISTIVO, BOBINA Y CONDENSADOR 

Al suministrar energía eléctrica a un elemento pasivo de un circuito, éste se comporta o responde 
de una, o más, de estas tres formas. Si la energía la disipa el elemento, es resistivo puro; si la almacena 
en un campo magnético, es una bobina pura, y si la acumula en un campo eléctrico, es un condensador 
puro. En la práctica, ios componentes de un circuito se comportan de más de una de dichas formas, 
y muchas veces de las tres simultáneamente; pero lo normal es que predomine uno de los efectos citados 
sobre los otros. Se puede diseñar una bobina con un gran coeficiente de autoinducción; sin embargo, 
el hilo con el que se fabrica presenta cierta resistencia imposible de anular; es un ejemplo típico de un 

demento, bobina, que se comporta ante la energía eléctrica de dos maneras, es decir, tiene dos propie¬ 
dades. r * 


RESISTENCIA r 

La diferencia de potencial o(/J en bornes o terminales de un elemento ~ 
resistivo puro es directamente proporcional a la intensidad de corriente *(0 
i{t) que circula por él. La constante de proporcionalidad R se llama resis¬ 
tencia eléctrica del elemento. Matemáticamente se expresa en la forma. 

v(t) - Ri(t) o bien i(t) = ^ 

ti — 

La unidad de medida de la resistencia en el sistema mksa es el ohmio (íí) 
y corresponde a la resistencia de un elemento que al aplicarle una d.d.p. 
de 1 voltio circula por él 1 amperio, es decir, 1 R = 1 V/A. 

Obsérvese que no se ha hecho restricción alguna sobre la forma de las funciones v(t) e /{/); pueden 
ser constantes en el tiempo, como ocurre en los circuitos de corriente continua (c.c.) o funciones trigo- 
nométricas seno o coseno,, como cíi Jos circuitos de corriente Híteme (c,sl) # 

Respecto a la notación. las funciones del tiempo las representaremos por letras minúsculas (v, i,p)\ 
las magnitudes constantes se indicarán por las mayúsculas correspondientes (K, /, P) f así como íos pi¬ 
cos, valores máximos o amplitudes con el subíndice m {V ¡ p \ 

AUTOINDUCCION L 



Al vanar con respecto al tiempo la corriente que circula por un cir¬ 
cuito, el flujo magnético que lo atraviesa experimenta los mismos cambios. 
Ahora bien, toda variación de flujo magnético origina una fuerza electro¬ 
motriz que se opone a dicha variación. En estas condiciones, si por una 
bobina circula una corriente de intensidad variable, se origina en ella 
una f.e.m. inducida v que es directamente proporcional, siempre que la 
permeabilidad magnética sea constante, a la variación con respecto al 
tiempo de dicha intensidad. Matemáticamente se expresa en la forma 





Fig. 1-4 


v ( ¿ ) = o bien i(t) = v dt 

El coeficiente de proporcionalidad L se llama coeficiente de autoinducción o, simplemente, autoinducción 
de la bobina. 

Si la tensión v se expresa en voltios (V) y dildt en amperios/segundo (A/s) el coeficiente de autoin¬ 
ducción L se mide en voltios x segundo/amperio y se llama henrio (H); es decir, 1 H = IV* s/A, Según 
esto, una bobina tiene un coeficiente de autoinducción de I H si ai circular por ella una corriente que 
varíe a razón de I A/s se induce una f.e.m. entre sus bornes de 1 V, 


CAPACIDAD C 

La diferencia de potencial y en bornes de un condensador es propor¬ 
ciona! a la carga q en él almacenada. La constante de proporcionalidad C 
se llama capacidad del condensador. Matemáticamente se expresa en la 
forma , 

” df = C dt‘ = cf ldt 



q(t) — Cv(t), i 


Fig, 1*5 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 


En el sistema mksa la unidad de capacidad se llama faradio (F). La capacidad de un condensador 
es de 1 faradio cuando almacena 1 culombio (C) de carga al aplicarle una d.d.p. de 1 voltio; es decir, 
I p = | qv. Como se trata de una unidad muy grande, se emplean los submúltiplos siguientes: 

1 ¿iF - 1 microfaradio - HT 6 F y 1 pF ^ 1 picofaradio = 1G' U F 


LEYES DE KIRCHHOFF 

1, La suma de las intensidades de corriente que llegan a un nudo es igual a ia suma de las inten¬ 
sidades que salen de él. Si se consideran positivas las corrientes que llegan y negativas las que salen, esta 
ley establece que la suma algebraica de las intensidades de todas las corrientes que concurren en un nudo 




E intensidades que entran * I intensidades que salen 
ti 4- i? = U + Ú + ii 
o bien íi + ¿i — t* — U — »a = 0 
Pig. 1*6 


I subidas de tensión = £ caídas de tensión 

Vjt - v, - Ri + Udi/dí) 
o bien — v, — íít L{difdt) ~ 0 
Fig. 1-7 


2 En un circuito cerrado o malla, la suma algebraica de las fuerzas electromotrices aplicadas, 
o subidas de tensión, es igual a la suma algebraica de las caídas de tensión en todos los elementos pasi¬ 
vos. En otras palabras, la suma algebraica de las diferencias de potencial en todo circuito cerrado es 
nula. Es importante observar que las fuerzas electromotrices de las fuentes o generadores que contenga 
la malla han de sumarse algebraicamente, considerando como positivas las fuentes cuyo sentido de 
polaridades {de - a + ) coincida con el asignado previamente a la comente en el circuito. 


Respuesta de los elementos pasivos de un circuito 


Elemento 

Tensión 

en bornes del elemento 

Corriente - 

por el elemento 

Resistencia R 
(resistivo} 

ai(í) = R i(t) 

*** 

1! 

¡u|§ 

Autoinducción L 
(bobina} 

, . . di 

v(t> = L Tl 

i{t) = I J Vdt 

Capacidad C 
(condensador) 

i _ 

Í! 

ni^ 

" - v j 

! 

Í=L 

1 

W = °ft 

\ . - 


Sistema internacional de unidades mksa 


Magnitud 

Unidad 

Magnitud 

Unidad 

Longitud / 

Masa m 

Tiempo t 

Fuerza F. j 

Energía H . u> 

Potencia P. p 

metro rn 

kilogramo kg 

segundo s 

newion N 

julio J 

vatio W 

Carga Q, 4 

Potencial F, v 

Corriente /, i 

Resistencia R 

Autoinducción L 
Capacidad C 

culombio C 

voltio V 

amperio A 

ohmio íí 

henrip H 

faradio F 



































CAP I] 


DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


5 


Problemas resueltos 

1-1 En el circuito cerrado de la Fig. 1-8 la tensión aplicada es V — 45 voltios. Hallar la intensidad de 
la corriente que circula por él, así como la caída de tensión y la potencia disipada en cada elemento 
resistivo del mismo. 

En una malla o circuito cerrado la suma algebraica de Las subi¬ 
das de la tensión (originadas por las fuerzas electromatrices de las 
fuentes) es igual a la suma correspondiente de las caídas en sus ele¬ 
mentos. Por tanto. 

V = (2)/ + (6)/ + (7)/, 45 = 15/, / = 3 A 

La caída de tensión en el demento resistivo de 2 fí es V % = R 7 i = 

(2K3> = ó V. Análogamente, V 6 = (6)(3) - 18 V, y F T = 21 V. 

La potencia disipada por el elemento de 2 fíes Pj = F 2 /=(ó)(3) - 
lSWobienP 2 = R t I 2 - (2)(3) 2 = 18W.Análogamente,/^ = V & J = 

54 W, y P, = Vfi = 63 W. 


2n 



1-2 Una corriente l T se divide entre dos ramas en paralelo de resistencias R x y R 2 respectivamente, 
como indica la Fig. 1-9, Deducir Jas expresiones de las intensidades de corriente I x e ¡ 2 en cada 
una de Jas ramas. 


En cada rama, la caída de tensión ha de ser la misma: V = 
i í,/, = R 2 h- Por consiguiente, 


h 


h + h 




de donde h 



1-3 Tres resistencias, J^, R 2 y /? 3 , están asociadas en paralelo; 
como indica la Fig. 1-10, Deducir la expresión de la resis¬ 
tencia equivalente R t dei circuito. 


Se supone aplicada una tensión t-(í I entre tos puntos A y B, con 
Lo cual circularán por las resistencias R u R 7 y unas corrientes 
de intensidades / 2 (r), i 2 {t), i 3 (í). respectivamente. La corriente por R t 
debe ser la intensidad total i T {t). Por tanto, i>(0 = - R^U) - 


Ri¿ } [i) = RÁtUI y 

¡r(0 = Ú(t) + ñ(t) + i»(t) 


o bien 


= *1*) +ÜÍÍÍ1 + ÍÍÍ5I 

R, Rx Rt Ri 


Es decir. 


i. = .L+ J_ + J_ 

R. R, R, R, 


En un circuito paralelo de dos ramas, 


o bien Rt 


Ri Rt 

Rx + Ri' 



1-4 El circuito de la Fig. 1-11 contiene dos fuentes de tensión 
constante, V A y V B . ¿Qué energía suministra cada una de 

ellas? 


La suma de las subidas de tensión es igual a la suma de las caídas 
de tensión en todo circuito cerrado; por consiguiente, 

20 - 50 = (I)/ + (2)1, i = -10 A 

Potencia suministrada por V Á — V A i — 20(— 10) = -200 W. 
Potencia suministrada por V B - V S I — 50(10) = 500 W. 


/. R> 
=vWAV 


/i l Rt 

—WvV'Mr 


Fig. 1-9 



1 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. t 


1-5 


En el circuito de la Fig. i-12(¿í) la tensión del generador viene 
dada por i>(/) = 15Gseneur. Hallar la intensidad /(/), la potencia 
instantánea p{t) y la potencia media P. 

i(t) - 4 ~ WI] = 6 sen ut A 

R 

p(0 = v(t) i(f) = (150 sen ut)(6 sen üf) - 900sen*wíW 


P 



900 sen 1 ot rf{»í) 




cos2ut) d{«t) 


450 W 



La corriente ¿(í) está relacionada, como hemos visto, con la tensión v(f) por la constante R. La curva de po¬ 
tencia instantánea se puede deducir punto a punto multiplicando las ordenadas correspondientes de v e í, como 
se indica en la Fig. M2(&). Obsérvese que asi como v c i son ambas positivas o ambas negativas en cualquier 
instante, su producto siempre es positivo. Esto concuerda con el principio de conservación de la energía, esto 
es: siempre que circula una corriente eléctrica a través de una resistencia se consume una energía eléctrica que 
ha de ser proporcionada constantemente por algún generador. 



i 


1 







jr i 

i 

1 2 3 

t 4 

1 6 6 X 10‘‘» 






i 2 3 4 5 & x 10‘* a 


Fig. 1*13 


1-6 La función de intensidad de corriente de la Fig. 1-13 es una onda cuadrada periódica. Con esta 
corriente, circulando por una resistencia pura de 10 ohmios, obtener las curvas de tensión u(í) 
y de potencia p(í) instantáneas. 

La tensión es directamente proporcional a la intensidad de corriente, v(0 — R i(í)- EE valor máximo es 
Ri = (5)(!0) = 50 V. 

La curva de potencia se obtiene punto a punto por el producto p = vi. E! valor máximo es (WW = 
(5QH5) = 250 W. 

1-7 La función de intensidad de corriente de la Fíg. 1-14 es un diente de sierra periódico que se aplica 
a una resistencia pura de 5 ohmios. Hallar tos valores instantáneos »(í) y p(f) y la potencia media P. 


Como t?(f) — R í(t)i — RÍihzx — (5)00) = 50 V 

Para 0 < t < 2 x 10" a s. i - “ 5 X 10ií ’ 

1 


Por tamo. 




iX 16 -í 


i ok v i /V* 


W 
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1-8 




Fi e . i-H 



En el circuito de la Fig. 1-15, la intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios es i(í) = 
6 sen mt amperios, (a) Hallar la corriente en las resistencias de 15 y de 10 ohmios, asi como las 

tensiones entre ay by entre by c. (b) Calcular la potencia media e instantánea consumida en cada 
resistencia. 


1-9 


(a) La tensión ^ en las resistencias de 5 O y 15 £1 ha de ser la misma i por tanto, 

= *3*5 = (S)(6 sen tot) = 30 sen c ot e i ls = vJR lf = 2 sen cu/ 

Ahora bien, i 10 = / 13 + i 5 - 8 sen (oí, con lo que v+ = R 10 i lC = 80 seo cu/ 

(ó) La potencia instantánea es p = vi. De esta forma, p 5 = (30 sen a>t)(6 sen coi) = 180 sen 3 cu/. Análogamen¬ 
te, Pn - 60 sen 2 coi y p l0 = 640 sen 3 cu/. 

La potencia media en la resistencia de 5 Q es 


P* “ — r 180sen* ut d(ufj — — C 180[£(1 — cos2«í)] d(wí) - 90 W 

Del mismo modo se obtienen P ti - 30 W y P i0 ~ 320 W. 

En bornes de una resistencia pura de 2 ohmios se aplica una tensión t>(/) dada por 


v(í) = 50 


x W , W (-*)* 


+ 


voltios 


2! 1 4Í 6! 

Determinar la intensidad de corriente y potencia disipada por este elemento. 


Desarrollando eos x en serie de potencias de x, — = »-£+£-£+•••■ 

2 * 4. 61 

Por consiguiente, v(t) - 50 coa^i, i(f) = 25 coa w í, p(t) = 1250 eos 1 «i, y P = 625 W. 


1-10 En bomes de una bobina pura de autoinducción L = 0,02 
henrios se aplica la tensión n(/J = 150 sen 1000/. Hallar la 
corriente /(/), la potencia instantánea p(í) y la potencia media P. 


i(t) 



— IM Í ~cos íooot A 
0 , 02 \ 1000 } 


f 


150 sen 1000 í rfí 


“7,5 eos lOOOt A 



Fig. l-16(a> 


P * « - - 150 ( 7 * 5 Ni sen 2000/) = -562,5 sen 2000/ W. [sen * eos * - * sen 2*.] Evidentemente, la poten¬ 
cia media P es cero, como se indica en la Figura 1-16(5). 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 



Fig. 1-16(6) 



P 



1-11 Por una bobina pura de autoinducción igual a 3 milihenrios circula una corriente cuya forma 
de onda es la representada en la Fig. 1-17. Dibujar la gráfica de la tensión t(/J y de la potencia 
instantánea p(t). ¿Cuál es la potencia media /*? 


La intensidad de corriente instantánea /(;) viene dada por [véase Fig. i-17): 


(1) 

0 < 

t < 2 ms 

i = 5 x 10 a í 



(2} 

2 < 

í < 4 ms 

1 - 10 



(3) 

4 < 

í < 6 ms 

i - 10 - 10 x 10*(t - 

4 X 10”*) = 50 - 

10 x 10 J f 

(4) 

6 < 

t < 8 ms 

r-. 

11 

I 

I — 1 

O 



(5> 

8 < 

í < ID ms 

t = -10 + 5 X 10'tt - 

- 8XÍ0' 1 ) = -50 

■F 5 X I0*t 


Las 

tensiones correspondientes son: 



(1) 


1! 

t" 

&1& 

= 3 X 10 - ‘-£ (5 x 10 J ¿) = 

dt 

15 V 


(2) 


= Í 

dt 

- 3 X 10 -3 J* (10) = 0 



(3) 

Vl 

j -M 

1! 

- 3 X 10-* - 10 x lG*í) = -30 V. etc. 

íi. C 



Los 

valores de 

ta potencia instantánea correspondiente son: 


(1) 

P - 

- vi — 

15(5 x lo*í) = 75 x lO’í 

W 


(2) 

P = 

= vi ™ 

0(10) = 0 W 



(3) 

P = 

= vi “ 

-30(50 - 10 x ío’t) = - 

1500 4- 300 X 10’t W, 

etc. 


La potencia media P es, evidentemente, nula. 


1-12 En el circuito constituido por dos bobinas de autoinducción 
¿i y ¿2 conectadas en serie se introduce un generador de ten* 
sión u(/), Hallar la autoinducción equivalente L e que puede 
sustituirlas y por la que circularía la misma intensidad de 
corriente. 


Tensión aplicada = caída de tensión en L x + caída de tensión en L 3 . 


k(í) 





U 


di 

dt 



de donde L r — Li + 


Fig. 1-18 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS D£ UN CIRCUITO 


1-13 Hallar la autoinducción L e de la bobina equivalente a dos bobinas de autoinducciones L t y L 2 
asociadas en paralelo como se representa en la Figura 1-19. 

Supongamos aplicada una tensión v(t ) en los bornes de la asociación en paralelo, y que las corrientes que 
circulan por L l y L 2 ,scan i t e i 2t respectivamente, Como la intensidad total ¡ T es la suma de las intensidades 
en cada rama, 


Por tanto. 


ty = Ú + i* o bien j- ^ vdt = + 

1 _ 1 , 1 ^ , LjLi 

7— — t y~~ 0 oien L, — -=— 

Lt* íjl L>i Lii -r Li 


dt 


El recíproco de la autoinducción de la bobina equivalente a un número cualquiera de bobinas asociadas 
en paralelo es la suma de los recíprocos de las autoinducciones individuales. 



0.2 H 

-1 


■'TRRP- 

0.3 H 


0.6 H 


Fig. 1-20 

1*14 Tres bobinas puras están conectadas como indica la Fig. 1-20. ¿Cuál es la autoinducción equiva¬ 
lente L w de la bobina que puede sustituir a todo el circuito? 


La autoinducción equivalente de la asociación en paralelo es = 




La autoinducción equivalente del circuito es L t = 0,2 + L. 


L í -j- L 2 
0,4 H. 


(0,3)<0,6) 
0,3 + 0,6 


= 0,2 H. 


1-15 Por una bobina pura circula una corriente de intensidad í(r) = I m sen cu/. Suponiendo que la 
energía almacenada en el campo magnético es cero para / - 0, obtener y dibujar la función de 


energía «;(/). 


v(f) - 


p(t) - 

vi = 

Mt) = 

XV 


Para oíí = n/2, 3n/2, 5 tf/ 2, etc., la energía almacenada es máxima e igual a Para tú! = 0, n t 

2jc, 3»t, etc,, dicha energía es cero. En la Fig. 1*21 se pueden observar estos resultados. 

Cuando p{t ) es positiva, la energía se almacena en la bobina. En los intervalos de pU) negativa, la energía 
del campo magnético pasa de la bobina al generador. Así, pues, una bobina pura no consume energía. La po¬ 
tencia media es nula y no existe transmisión de energía. 




Fig. 1-21 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 


1-16 


Consideremos un condensador puro al que se le aplica una tensión t>(í) = V m sen cot. Hallar la 
intensidad i{i), la potencia />(/), la carga q(t) y la energía «?(/) almacenada en el campo eléctrico 
suponiendo que w(í) ~ 0 en el instante t = 0 , 


i(t) — C dvfdt — «CVm coa *¿t A 

p(í) = vi — JuC sen 2mt W 

g(t) ~ Cv = C7 m sen <jí C 


w(í) 



\CVl (1 - eos 2wí) 


¿CV-sen 1 ^ J 


Para cu/ = n/2, 3 je/2, 5jt/2, ele,, la energía almacenada es máxima e igual a jCVl- Cuando / = 0, n, 2 ji, 
3 n, etc., la energía almacenada es nula. Todo esto se pone de manifiesto en la Figura 1-22. 


Durante los intervalos en que p(t) es positiva, la energía pasa del generador al campo eléctrico del con¬ 
densador y se va almacenando en él. Cuando p{() es negativa, la energía almacenada retoma al generador, La 
potencia media es nula y no existe transmisión de energía. 



Fie.1-22 


1-17 Hallar la capacidad equivalente de ia asociación en paralelo de los dos condensadores C x y C 2 
que se indican en la Figura 1-23. 

Supongamos aplicada una tensión PÍO a la combinación en paralelo de dichos condensadores, y sean // 
e ¡2 las intensidades de corrientes que circulan por y C 2 , respectivamente. En estas condiciones, si la inten-, 
sidad total es / T , 

t T - ñ + ú o bien C,^r(í) = v(í) + con lo que C, = Ci + Ct 

La capacidad del condensador equivalente de un número cualquiera de condensadores asociados en pa¬ 
ralelo es la suma de las capacidades individuales. 




v(t) 

Fig.1-23 


Fig.1-24 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


II 


1-18 Hallar la capacidad equivalente C e de la asociación en serie de los dos condensadores C x y C 2 
que se indican en la Figura 1-24. 

Supongamos aplicada una determinada tensión al circuito serie. Se ha de verificar: 

Tensión aplicada = caída de tensión en Cj + caída de tensión en C 2 



¿(í) dt 



i(t)dt + ~ 

Cj 



dt 


Por tanto. 


JL _ 1 , 1 k ~ 

/i ^ a o bien Cr 

Oí Oí 


Ci Ci 

C, + Cí 


El recíproco de la capacidad dei condensador equivalente de un número cualquiera de condensadores 
asociados en serie es la suma de los recíprocos de las capacidades individuales. 


1-19 Hallar la capacidad equivalente C e de la asociación de con¬ 
densadores representada en la Figura 1-25. 


La capacidad equivalente de la rama serie es 


C* 


CiC, _ (3H6) _ 
Cj + Cí 3 + 6 


Por tanto, la capacidad equivalente pedida es 


C, = 4 + C* = 6 ¿jF — 6 X 10'* F. 


4 ¿i F 

—II— 

) ftV 6 J,p 

1 HI- 

Fig. I - 25 


1-20 Por el circuito serie de la figura circula una co¬ 
rriente de intensidad ¿(r) cuya forma de onda se 
indica en la Fig. 1-26. Hallar la tensión en cada 
elemento y representarlas gráficamente con la 
misma escala de tiempos. Representar, asimismo, 
la carga q{t) del condensador. 

En bornes de la resistencia: v R = Ri 

La gráfica de l> r es semejante a la de intensidad de 
corriente, pero con un valor de pico igual a (2>(10> = 20 V. 

En bornes de la bobina: v,_ = Ldi/tit 

(1) 0 < i < 1 ms i = 10 x l0*í 

v L = (2 X 10“ 3 )<10 X IG 3 ) = 20 


vWvVW——lí— 

20 7 mH l\ 

500 |jF 



(2) 1 < f < 2 ms í = 10 

v L = (2 x 10- a )(0) = 0 

etc. 

En bornes del condensador 


(1) 0 < í < 1 ms — 


ador: v c = ^ f i 

hr'f 


dt 


500 x 


(10 X 10H)dt 


- 10 x 10'í* 


(2) 1 < í < 2 ms = 10 + j" (10) 

| f >-1 

= 10 + 20 x 10 a (t-10- a ) 
etc. 

La gráfica de q se obtiene fácilmente a partir de la 
relación q — Cv c . Obsérvese que cuando / es positiva, q 
y aumentan, es decir, la carga del condensador y la ten¬ 
sión entre sus armaduras aumentan simultáneamente. 
Cuando i es negativa, ambas disminuyen. 



Fig. 1-26 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 


Problemas propuestos 

1-21 Tres elementos de resistencias R 2 , R 2 están asociados en serie y el conjunto se alimenta con una tensión cons¬ 
tante V. La caída de tensión en i?! es de 20 voltios, la potencia disipada en R 2 es de 25 vatios y la resistencia 
R 3 vale 2 ohmios. Hallar la tensión V sabiendo que la intensidad que circula por el circuito es de 5 amperios. 
Sol. 35 V 

1-22 La resistencia equivalente R r de dos en paralelo, * j y vale — ohmios. Una corriente circulando por el cir¬ 
cuito en paralelo se divide entre las dos resistencias en la proporción 2 a 1. Hallar los valores de *, y * 2 . 
Sol . *,=5 0; R 2 = 10 O. 


1-23 ( a ) Hallar la resistencia equivalente R t de las cuatro re¬ 
sistencias de la Figura t-27. 

ion 


fin 

—vvvw— 

(ó) Aplicando una tensión constante V — 100 voltios al 

m 


ISO 

conjunto, ¿qué resistencia disipará mayor potencia? 

—vww— 1 


—AVM— ' 

Sol . (a) *, = 5,42 0; 

(ó) La resistencia de 5 O disipa P = 957 W 

Fig.1-27 


1-24 Un circuito se alimenta por dos generadores de tensión constante, como se indica en la Fig. t-28. Hallar la po¬ 
tencia * suministrada por cada generador. Sol. P 2i = 75 W; P 3 = 15 W 




1-25 En el circuito de la Fig. 1 *29 hallar la tensión constante V sabiendo que la intensidad de la corriente que circu¬ 
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios. Sol. 126 V 


1-26 


1-27 


1-28 


1-29 


¿Cuál es la intensidad de corriente suministrada por el generador de 50 voltios de d.d.p. en bornes a la asocia¬ 
ción de resistencias del circuito de la Figura 1-30? Sol. 13,7 A 




Hallar el valor de la resistencia * de la Fig. 1-31 si la caída de ten¬ 
sión en ella vale 25 voltios. Sol. 4,76 O 

¿A qué valor debe ajustarse la resistencia * de la Fig. 1-32 para 
que la potencia disipada en la resistencia de 5 ohmios sea de 20 vatios? 
Sol. 16 O 

Una resistencia de 10 ohmios está conectada en serie con la aso¬ 
ciación en paralelo de dos resistencias de 15 y 5 ohmios. Si la in¬ 
tensidad de corriente constante que circula por la resistencia 
de 5 ohmios es de 6 amperios, hallar la potencia total disipada en 
las tres resistencias. Sol. 880 W 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 


Problemas propuestos 

1-21 Tres elementos de resistencias /¡ ( , R 2 , están asociados en serie y el conjunto se alimenta con una tensión cons¬ 
tante V. La caída de tensión en R t es de 20 voltios, la potencia disipada en R 2 es de 25 vatios y la resistencia 
J? 3 vale 2 ohmios. Hallar la tensión V sabiendo que la intensidad que circula por el circuito es de 5 amperios. 
Sol. 35 V 

10 

1-22 La resistencia equivalente R e de dos en paralelo, R¡ y R 2t vale — ohmios. Una corriente circulando por el cir¬ 
cuito en paralelo se divide entre las dos resistencias en la proporción 2 a 1. Hallar Jos valores de y /¡ 2 - 
Sot. üj = 5 Q; R 2 - 10 O. 


1-23 (a) Hallar la resistencia equivalente Tí, de las cuatro re¬ 

ion 


sn 

illl 1 

sistencias de la Figura 1-27. 




(ó) Aplicando una tensión constante V — 100 voltios at 

2í) 


iGn 

conjunto, ¿qué resistencia disipará mayor potencia? 

—VWW— 1 


— vWvVr™ 

Sol. (n) R é =5,42 0; 

t¿) La resistencia de 5 Q disipa P = 957 W 

Fig. 1* 

27 


1-24 Un circuito se alimenta por dos generadores de tensión constante, como se indica en la Fig. 1-28. Hallar la po¬ 
tencia P suministrada por cada generador. Sol. P 1S = 75 W; P¡ = 15 W 




Fig. 1-28 Fig. 1-29 

1-25 En el circuito de la Fig. 1 -29 hallar la tensión constante V sabiendo que la intensidad de la corriente que circu¬ 
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios. Sol. 126 V 


1-26 ¿Cuál es la intensidad de corriente suministrada por el generador de 50 voltios de d.d.p. en bornes a la asocia¬ 
ción de resistencias del circuito de la Figura 1-30? Sol. 13,7 A 



Fig. 1-30 



1-27 Hallar el valor de la resistencia R de la Fig. 1-31 si la caída de ten¬ 
sión en ella vale 25 voltios. Sol. 4,76 Í2 

1-28 ¿A qué valor debe ajustarse la resistencia R de la Fig. 1-32 para 
que la potencia disipada en la resistencia de 5 ohmios sea de 20 vatios? 
Sol. 16 í) 

1-29 Una resistencia de 10 ohmios está conectada en serie con la aso¬ 
ciación en paralelo de dos resistencias de 15 y 5 ohmios. Si la in¬ 
tensidad de corriente constante que circula por la resistencia 
de 5 ohmios es de 6 amperios, hallar la potencia total disipada en 
las tres resistencias. Sol, 880 W 



Fíg. 1 -22 
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1-30 Las autoinducciones L, y L 2 de las bobinas de la Fig. 1-33 están en la relación 2 a 1. Sabiendo que la autoin¬ 
ducción equivalente L e de las tres vale 0,7 henrios, hallar los valores de y L t . 

Sol . - 0,6 H; L 2 = 0,3 H 

1-31 Las tres bobinas en paralelo de la Fíg. 1-34 equivalen a una bobina de autoinducción L t igual a 0,0755 henrios. 
(o) Hallar el valor de la autoinducción desconocida L. (¿) ¿Existe algún valor de L que haga L e igual a 0,5 hen¬ 
rios? {c) ¿Cuál seria el valor máximo de L t si la autoinducción L se pudiera ajustar sin límites? 

Sol. (a)¿ = 0,l H; (ó) no; (c) 0,308 H 


0,5 H 

Ly 


0 5 H 

—'TftRp— i 

0.6 H 


0.5 pF 

HH 


0.6 jul- 

Hh 






0,2 p F 


c 


Lt 

—1 




HH 


HH 


Fie. 1-33 Fig, 1-34 Fig. 1-35 


1-32 Hallar el valor de C para que la capacidad del condensador equivalente a la asociación de la Fig. 1-35 sea de 
0,5 microfaradios. SoL 0,4 pF 


1-33 A la asociación de Los cuatro condensadores representados en la Fig. 1-36 se aplica una tensión constante de 
100 voltios. Hallar la carga q en culombios que adquiere 
cada condensador. 



0.1 


Fig, 1-36 


a f 


Sol. ?o,a — 40 f¿C> §0 2 10 pC, 

fo.3 -15 /iC; q üí7 = 35 pC 

1-34 Los dos condensadores de la Fig. 1-37 se cargan mediante 
una conexión momentánea a tensión constante de 50 vol¬ 
tios entre los bornes A y B. A continuación, se unen dichos 
terminales A y B sin el generador de 50 voltios. Determinar 
Ea carga final de cada condensador. 

Sol. q 20 = 444,33 pC; q 40 = 888,67 pC 

1-35 Demostrar que al aplicar una tensión tí = V m sen tur a una resistencia pura R, la energía viene dada por 

v: 


-—it—ii- 

20 ¿jF 4Ú jrK 

Fig. 1-37 


—oB 


Uí 


_ sen2uí\ 

2R\ 2 « )' 


1-36 Por una bobina de autoinducción L circula una corriente de intensidad i = J m [l — eH']. Demostrar que la 
máxima energía almacenada en el campo magnético es W m = {Lfl, siendo / = 0 para t < 0, 

1-37 Si la intensidad de corriente que pasa por un condensador es i = demostrar que la máxima energía 

it 

almacenada en el campo eléctrico es W m = \CV 2 , siendo i - 0 para t < 0, 


1-38 En el circuito RC de la Fig. 1-38 la energía total disipada en U resistencia 
de 10 ohmios cuando se cierra el interruptor es de 3,6 x 10~ 3 julios. Hallar 
el valor de ta carga inicial q Q del condensador; 5o/. q 0 ~ 120 pC. 

1-39 Demostrar que las expresiones \CV 2 y jU 2 tienen dimensiones de una 
energía ¡l. 


+ [ V» 

T 




lüíl 


Fig.1-38 


1-40 A un condensador de 60 microfaradios se le aplica 
una tensión cuya forma de onda es la representada 
en la Fig. 1-39. Dibujar /(r), p{t) y calcular I m y P m , 
Sol. I m - 1,5 A; P m - 75 W. 



i 







í 


2 

4 

6 

8 x JO’ 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 


1-41 Hallar la expresión de la intensidad de corriente que atraviesa un condensador si la tensión entre sus placas viene 
dada por 


v — 

Sol 



MI» 
3 í 


+ 


5! 



t = wCV. 


-[ 


(«(>* (u>£)< {»*)' 

2! + 41 6! 


o bien i = «CT» eos u t 


1-42 Por un condensador puro de 25 microfaradios de capacidad circula una corriente cuya forma de onda es la re¬ 
presentada en la Fig. 1-40. Obtener la forma de onda de la tensión y determinar los valores máximos V„ y Q m . 




Fig.1-40 

1-43 La función que expresa la carga de un condensador de 2 microfaradios de capacidad es q = 1Q0[1 + * 10<l ] 

microculornbios. Determinar las funciones correspondientes de la tensión y de intensidad de corriente. 

Sol v = 50[1 + *- Sxi0V i V; i - -Se" 5 * 10 *' A. 


1-44 Por una bobina de autoinducción L circula una corriente cuya forma de onda de su intensidad es la represen¬ 
tada en la Fig. 1-41. Sabiendo que la forma de onda de la tensión correspondiente tiene un valor de pico de 
100 voltios, hallar el coeficiente L. Dibujar la forma de onda de la tensión. Sol L = 0,5 H. 



too 


4 x 10 '* 


Nota. En la práctica, no es posible que la corriente que circula por una bobina sea una función discon¬ 
tinua, como ocurre con la forma de onda de esta corriente en los instantes / = 1 ms y i = 4 ms, ya que la ten¬ 
sión es la primera derivada de la intensidad respecto del tiempo y esta derivada tiene un valor negativo infinito 
en los puntos de discontinuidad, en los que la forma de onda de la tensión tendría unos valones negativos 
infinitos. 


1-45 En los bornes o terminales de una bobina pura de autoinducción 0,05 henrios se aplica una tensión cuya forma 


de onda es Ja representada en la Fig. 1-42, Obtener la 
así como la expresión de / en el intervalo 0 < / 



1-46 En la Fig. 1-43 se muestra la intensidad de co¬ 
rriente que circula por un circuito serie cons¬ 
tituido por una resistencia de 20 ohmios y una 
bobina de 1 henrio de autoinducción, Obtener 
las formas de onda de la caída de tensión en ia 
resistencia [>¡,, en la autoinducción v L y su suma. 
5o/. Para 0 -c r <0,1 s; 

Fu = 200<?“ 2001 ; v L = -200e" 2Oft '; v T = 0. 


forma de onda correspondiente a la intensidad de corriente 
< 2 müisegundos. Sol , í=5x 10V. 
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1-47 Por un circuito serie compuesto por una resistencia R = 5 ohmios y una bobina de L = 0,004 henrios circula una 
corriente cuya forma de onda de su intensidad es la representada en la Fig. 1-44, Obtener las gráficas de y v L . 


1-48 




Fig. I-44 


A un circuito serie RL, con R = 10 ohmios y L - 0,5 henrios, se le aplica una tensión senoidal. La intensidad 
de corriente resultante es / = 0,822 e ~ 201 + 0,822 sen (377/ - 86,96°). Hallar las caídas de tensión correspon¬ 
dientes fg, v L y v T . 

Sol. v M =* 8,22 e^ i0r + 8,22 sen (377/ - 86,96°); 
v L = -8,22 e" 20 ' + 155 eos (377/ - 86,96°); 
v T ~ 155 sen 377/, 


140 Por un circuito serie RL, con R — 100 ohmios y L = 0,05 henrios, circula una corriente cuya función de inten¬ 
sidad se detalla a continuación. Hallar los valores de v R y en cada intervalo. 

(1) 0 < ( < 10 x 10“ á s, i ^ 5[1 - e -2000 ']. 

(2) 10 x 10~ 3 < /, / = 5 . 

SoL (1) v K = 500[1 - e- 2000t l v L = 500 e 

(2) t'g = 500 e - 2 °o°C'-i°*io-\ Vl ^ —500 e -2ooo(,-io* 

1-50 La intensidad de corriente en un circuito serie RC es i = 10 e~ i00f . Sabiendo que el condensador está inicial- 
mente descargado y que la tensión aplicada es V = 100 voltios y v c = 100[1 — e -500 '], hallar C y v R . 

Soi. C = 200 pF; u* - 100 e~ 500r V. 


1-51 Por un circuito serie LC , con L - 0,02 henrios y C = 30 ^F, circula una corriente de intensidad i — 1,5 eos 1000/. 
Hallar la tensión total v T . So!. v T = 20 sen 1000/. 


1-52 A un circuito paralelo RL se le aplica la tensión de onda cuadrada que se representa en la Fig. 145. Hallar la 
intensidad de corriente total. 



1-53 A un circuito paralelo RC se le aplica una tensión cuya forma de onda se representa en la Fig. 146. Hallar la 
comente total i T . 


Fig. 1-46 






















































Capítulo 2 


Valores medio y eficaz 


FORMAS de onda 

Las representaciones de las funciones v(t), i(t), p{t), etc., se llaman formas de onda de ^in¬ 
tensidad de corriente, potencia eléctrica, etc., respectivamente. En el análisis de circuitos preliminar 
solo estudiaremos las funciones periódicas, es decir, aquellas en las que /(/) - + n ), sien n 

número entero y T el periodo que se muestra en la Fig. 24. Para ver la forma de onda de una función 

periódica debe representarse, al menos, un periodo. 




Fig. 2-1. Formas de onda periódicas 


Las fundones de tensión e intensidad, v(t) e ¿(0, son expresiones matemáticas que¡se P u ^ der | ^ 

de varias maneras, según los casos. Por ejemplo, las funciones seno y cose ™^ ^ U ^ ^^f i s las ecua _ 
series potenciales infinitas. Sin embargo, sería muy penoso aplicar estas formas matemáticas 
ciones básicas relativas a la tensión e intensidad en los tres elementos fundamenta e 


VALOR MEDIO 

El valor medio r med de una función periódica y(/) de periodo T es, por definición, 

T 

r mi = T J 0 v(t) dt 


VALOR EFICAZ 

Al circular una corriente de intensidad ,(l) por un elemento resistivo puro de ^ ^e 

disipa una potencia p(i) con un valor medio P. Pues bien, esta misma potencia P í* 
corriente constante de intensidad I circulando por dicha R. En estas con icio , ■. e fi. 

un valor eficaz / equivalente a la comente constante I. Lo mismo dinamos respect 
caz y.,. Matemáticamente, dada la función y(í) de periodo F, su valor eficaz -o raa cuadrática media 

es, por definición, 




T y(t )* dt 


El valor eficaz de las funciones a sen cuí y a eos a)t 

16 


durante un periodo es a/yfl. {Véase Problema 2-2.) 
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VALOR EFICAZ DE UNA FUNCION DE SENOS Y COSENOS 

EJ valor eficaz de la función MO = a 0 + (a 2 eos at + a 2 eos 2a>t + - • •) + sen tat + b 2 sen 2o n 
+ * ■ *) viene dado por 


^ef — Val + ¿(of- + ftj + ■ ’ ') + i(6i + + ' ' ) 


Llamando A al valor eficaz de la función a L eos <út> según lo dicho en la sección anterior, A x 

, 2 a\ 

A\ = y > por tanto 


— -^ 7 = o bien 

•fi 


K, =. Va* + W + +•••) + (BJ + B¡ + ...) 


FACTOR DE FORMA 

El factor de forma dé una onda es la relación entre los valores eficaz y medio de la misma 


1 _ 2 

j F(t) dt 

1 r T 

T dt 

Las formas de onda tales que f[t ) — —f{t + \T), es decir, aquellas ondas cuyos semiperiodos son 
simétricos con respecto al eje de tiempos, tienen un valor medio igual a cero, como puede observarse 
en la Fig. 2-2. Para salvar la dificultad en este tipo de ondas, de las que la función seno es el ejemplo 
más característico, se suele tomar el valor medio Y med , del semiperiodo positivo. Este valor se llama 
a veces valor medio de un semiciclo. 


Factor de forma = 


med 




Fig- 2-2. Ondas de semiperiodo simétrico 


Existen, sin embargo, otras formas de onda cuyo valor medio en un periodo es nulo y que no pre¬ 
sentan aquella simetría, como las representadas en la Fig. 2-3. El cálculo del valor Y mti para obtener 
el factor de forma también se realiza en un semiperiodo, análogamente a como dijimos para las ante¬ 
riores. 




Fig. 2-3 
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VALORES MEDIO Y EFICAZ 


[CAP. 2 


Problemas resueltos 


2-1 Por una resistencia circula (ü) una corriente de intensidad constante /, (b) una corriente periódica 
/(i) de periodo T. (Véase Fig. 2-4.) Demostrar que si / ef = I, la potencia inedia P es la misma en 
ambos casos. 

Corriente constante /: P = VI — RI 2 

Corriente periódica /(/); p = vi — Ri* y P = f rdt'jR = RI 2 Ü 

V + * t¡ / 

R 


i 




V 



■vwvww m- 


Ht) 


v(t) 

Fig. 2-4 



2-2 Hallar ios valores medio y eficaz de la función yU) - Y„ sen oí/. 

El periodo de la función es, 2n, La gráfica se representa con coi como variable independiente (Figura 2-5). 

= i fvituu 


Y» sen uf d(wí) = ^Y„^-cos«fJ -- 0 


~'ÍIT 


med 


r < = ^ = 

El valor eficaz de una función pura senoidal o cosenoidal es 1 z^/2~o bien 0,707 veces el valor máximo. 


= — = 0,707 Y 

V 2 


2-3 Hallar la potencia media P disipada en una resistencia de 10 ohmios por la que circula una corriente 
/(/) = 14,14 cosco/ amperios. 

Como p = vi - Ri 3 = 2000 eos 2 ojí y su periodo es te, la potencia media vale 

P - - f 2000 eos* wf rf(«¿t) = 1000 W 
» Jo 


Otro método. La potencia media disipada por una resistencia pura por la que circula una comente pe¬ 
riódica es 

(14,14 coa «ífdM)! 10 = (14,14/V2)*{10) = 1000 W 

" O i 


P = Mi 


■ - {¿i: 


2-4 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda en diente de sierra representada en la Fi¬ 
gura 2 - 6 . 

Evidentemente, Y mri - 25. En el intervalo 0 < t < 2, y - 25/; por tanto, 

^ 1 í /rit = J f 625;“ dí = 834, de donde Y r( = 28,9 
* J a ¿ J o 



Fig. 2-6 
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Fig. 2*7 


f ig. 2*8 


2-6 Hallar el factor de forma de la onda triangular representada en la Figura 2-8, 

-0,01 < e < 0: y(í) = lOOOí + 5; Ífíj* - 10'i* + 10 4 t + 25 
0 < í < 0,01: y(t) = -lüOOf + 5; y{f)* - lO # t* - 10 4 í + 25 

Yh = jj (lO'í* + lO 1 * + 26) dt + 01 (10‘í* -10^ + 26) dt j = 8,33, Y t( = 2, 

Como la onda es simétrica, su valor medio se calcula sobre la parte positiva, es decir, 

Ymci - ' (1000í + 6Jdt + (-1000É + 5)dÉ | = 2,5 

Y J SQ 

Factor de forma — - 1,16 


89 




2,5 


2-7 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda senoidal representada en la Figura 2-9. 
Para 0 < «í < sr, y = Y * sen at; para w < wí < 2ir, y — 0. El periodo es 2 tt. 

Y mti = ¿jj' Y- sen «í d(«í) + J Od(«t)J = 0,318y w 



2-8 


Fig.2-9 Fig. 2*10 

Hallar los valores medio y eficaz de la onda completa senoidal rectificada de la Fig. 2-10. El pe¬ 
riodo es re, 

Y „ d = - f F,sen*líi( u í) = 0,637 Y m 

T ‘'ü 

Y 1 * ( = “J] < y - sen “*)* <*(««) = 


Y t[ = 0,707 Y, 
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[CAP. 2 


2S 


Hallar los valores medio y eficaz de la onda cuadrada representada en la Figura 2-11. 
Para 0 < / < 0,01, y = 10; para 0,01 < i < 0,03, y = 0. El periodo es 0,03 s. 

1 r o.oi _ 10(0,01) 


- -1 

0,03j„ 

t 

= o^C 


10 dt = 


0,03 


= 3,33 


10 2 dt = 33,3, Y et = 5,77 


ID 



001 


Q.Oi 0.03 


0,04 j 


Fig- 2-U 



2-10 Hallar el valor eficaz de la función representada en la Fig. 2-12 definida por: 

0 < i < OJ y = 20(1 - é>" 1c)ü '); 0,1 < r < 0,2 y - 20e" so<l ~ o ' n 

yf f -.= J_{ f 0 ’ 1 400(1 - 2e- 100 ' + e~ 1Q * 1 ) dt + C** 400<T IO(Mr -' U) ds\ 

0,2 I Jo Jo.i,. J 

i / r i n i lo 


t + 0,02 e" 1001 - 0,005 2001 

l ^ 01 1 

,, + 

-0,01 

n 

J 

1 0 

J 

1 0 P J 


= 2000 

t L -J o - 

= 190, de donde Y tf = 13,78. (El término en e~ i0 y en e~ 20 no son significativos.) 
2-11 Hallar el valor eficaz de la función y = 50 + 30 sen tot. 

y 2 f _ A. f (2600 + 3000sen wí + &00sen‘ut} ¿M) 

i/ £ 

= [2500(2»-) + 0 + 9007] = 2960, Y e{ = 54,3 

Otro método . Y tf — 4- £(30') = \Z295Q = 64,3 

2*12 Hallar el valor eficaz de la función de tensión i; = 50 + 141,4 sen wt + 35,5 sen 3 ojí. 


V t{ = Vi 50 ) 2 + Í( 14 M) 2 + t(35.5) 2 = 114,6 V 


2-13 Una onda completa senoidal rectificada 
está cortada a 0,707 de su valor máximo, 
como indica ¡a Fig. 2-13, Hallar los va¬ 
lores medio y eficaz de dicha función, üjo 

La función tiene de periodo n y está de¬ 
finida por 

0 < Lit < r/4 y ~ Y- sen «t 
rfi < wt < Sjt/4 y = 0,707 Y m 
3t/4 < at < r y = Y* sen vt 



= - sen «íd( w f) + f 0,707 F« d{wt) + f Y„ sen ut d(«t) \ = 0,54 Y„ 

f 3ÍT/4 /i^ 

Y\. = IJ f (Y m sen «t) 1 d( u f) + ( (0,707 YJ 2 d(«í) + 1 (7* sen «i) 1 d(u¿) 


- 0,341 K, r - 0,584r* 
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2-14 Hallar el ángulo de fase 0 que debe tener la 
onda completa senoidal rectificada de la Fi¬ 
gura 2-14 para que su valor medio sea la mitad 
de su valor máximo. 


r mtú 



sen tít d!(wí) 



{—COStr + cosí) 


Por tanto, 0,5 Y* = ( YJn){ 1 + eos 0), eos 0 = 0,57, 
$ = 55,25°. 



2-15 La intensidad de corriente que circula por una resistencia de 2 ohmios tiene la forma de onda 
del Problema 2-14 con un valor máximo de 5 amperios. La potencia media disipada por la resis¬ 
tencia es de 20 vatios. Hallar el ángulo 0. 

P = 20 = (2)/ c 2 f , ¡I, /* = 10. Por tanto, 

Il f = io = i f ff (5 sen tí í)’ dUt) = ^l~—- sen 2 “* T = Hfl. $en 2 * 9 sen 2 g \ 

* J $ v [_2 4 J f r \2 4 2 4 / 

de donde sen 20 =* 20 — IOtt/ 25 y 8 = 60,5^ (solución gráfica). 


Problemas propuestos 

2-16 La potencia media disipada en una resistencia de 25 ohmios es de 400 vatios. Hallar el valor máximo de la in¬ 
tensidad de corriente si ésta es (a) senoidal, (¿) triangular. Sol. (a) 5,66 A. (6) 6,93 A. 

2-17 Hallar el valor eficaz V ti de la tensión l>( 0 = 1.00 + 25 sen 3tot + 10 sen 5 íjí. So!. 101,8 V, 

2-18 Hallar la potencia media disipada en una resistencia de 25 ohmios cuando por ella circula una corriente /(/) = 
2 + 3 sen coi + 2 sen 2 oit + 1 sen 3 ü>í 2 . Sol. 275 W. 

2-19 Hallar el valor de Y et de la función _vír) = 50 + 40 sen tur. Sol. 57,4. 

2-20 Hallar el valor de Y eí de la función ;-(/) = 150 + 50 sen u¡t + 25 sen 2tor. Sol. 155,3, 

2-21 Sabiendo que el valor eficaz de la función y(r) - 100 + A sen col es 103,1, hallar la amplitud A del término se¬ 
noidal. Sol. 35,5. 

2-22 Una cierta función consta de un término constante, un armónico fundamental y un tercer armónico. El valor 
máximo del fundamenta! es el 80 % y el valor máximo del tercer armónico es el 50 %, del término constante. 
Sabiendo que el valor eficaz de esta función es 180,3, hallar el término constante y los dos armónicos. 

Sol. 150, 120, 75. 

2-Í3 Si el valor eficaz de media onda senoidal rectificada 1W) 

es 20, ¿cuál es su valor medio? Sol. 12,7. 

0 

2-24 Hallar Ymcá « y % f de la forma de onda representada ’ 20 

en la Fig. 2-15. Sol. Y mti = 40; Y tf = 72,1. 








t 

- *rl 


T 

\ 




Fig. 2-15 
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2-25 Hallar e Y tí de la forma de onda representada en la Figura 2-16. 


SoL Y ntó =x 10; Y et - 52,9. 



Fig. 2-16 



2-26 Hallar Y ef de la forma de onda representada en la Figura 2*17. Sol. Y t( = 6,67. 

2-27 Hallar Y c( de la forma de onda representada en la Figura 2* i8. Sol. Y t( = YjJ 3 « 0,577 Y m . 




2-28 Hallar el valor eficaz de la forma de onda representada en la Fig. 2*19 y compararlo con el del Problema 2-27, 
2-29 Hallar el valor eficaz de la onda triangular representada en la Fig. 2-20 y compararlo con el del Problema 2-27. 




Fig. 2-20 Fig. 2-21 

2-30 Hallar e! valor de k en la forma de onda representada en la Fig. 2-21 sabiendo que es una fracción del periodo 
T tal que el valor eficaz es (a) 2, (6)5. ¿Cuál será el máximo valor efica 2 de la forma de onda dada al variar k? 
SoL {a) 0,12; (b) 0,75; 5,77 para k = 1. 


2-31 Hallar los valores V mt4 y K, de la forma de onda 
de la Figura 2*22, 

Sol. Y ati = 21,6; V tf = 24,75 

2-32 En el Problema 2-31 determinar los valores F med 
y V tt si la función se define en el primer intervalo 
por (a) SOe" 2 ™', (b) 50 e - i00í , 

Sol. (a) V mú = 12,25, Y ít = 17,67; 

(¿) L - 5,0, V et - 11,18. 

2-33 Hallar los valores Y mti , e Y a correspondientes a la 
forma de onda de la Fig. 2-23 definida por 

0<í < 0,025 >-(/)= 400r 
0,025 < t < 0,050 >’(/) = 10e“ 1000(f_0,02i) 

Sol. Y atA = 2,7, Y tt = 4,2 




Fig. 2-23 
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2-34 


2*35 


2*36 


2*37 


2-38 

2-39 

2*40 


2-41 

2-42. 

2*43 


La forma de onda de la Fig. 2-24 es análoga a la 
del Problema 2-33, pero con un tiempo de eleva¬ 
ción más pequeño. Hallar ios valores Y mt4 t Y tV 
0 < t < 0,01 y(t) = 1000/ 

0,01 < / < 0,05 >»(/) = jQ^ioone-o.on 

Sat. ^^ 1 , 213 ^ = 2 , 77 , 

Hallar los valores V mti y V tf de la medía onda se¬ 
noidal de tensión rectificada de la Fig. 2-25, sa¬ 
biendo que el ángulo de fase es de 45° en retraso. 

Sol. V mc = 27,2 V; V tf = 47,7 V. 

Hallar los valores K* y Kt de la forma de onda 
del Problema 2-35 si el ángulo de fase es ( a } 0 — 90°, 

(0)9=135°. 

Sol. (a) V meó = 15,95; V tl = 35,4. 

(A) = 4,66; V t( = 15,06. Fig. 2-25 

La onda completa senoidal rectificada de la Fig. 2-26 tiene un ángulo de fase en retraso de 60°. Hallar tos va- 
lor « K™* y en fundón de V m . Sol V mi = 0,478 Y m ; V tí = 0,633 V m . 




Fig. 2-26 Fig. 2-27 

Un circuito de mando permite variar el ángulo de retraso de la forma de onda de intensidad de corriente de 
Ea Fig. 2-27, de manera que el valor eficaz tiene como límites inferior y superior 2,13 y 7,01 amperios, respec¬ 
tivamente. Hallar Jos ángulos correspondientes. Sol. d¡ = 135°; 8 2 - 25 a . 

Hallar el valor eficaz de una onda completa senoidal rectificada cortada en la mitad de su valor máximo como 
indica la Figura 2-28. Sol Y tt = 0,442 Y m . 

Hallar el valor eficaz de la forma de onda del Problema 2-39 si la onda se corta en 60' o bien jt/ 3 radianes. 

Sol Y ci = 0,668 Y m . 







4d í 



ut 


Fig. 2-28 Fig. 2-29 

Una onda completa senoidal rectificada está cortada de forma que su valor eficaz es 0,5 Y nt como indica la Figu¬ 
ra 2-29. Hallar la amplitud en la que se corta la onda. Sol. 0,581 Y„ o bien 0 = 35,5 a . 

Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda obtenida de un circuito rectificador de media onda a tres 

fases como se indica en la Figura 2-30. Sol V mtá = 0,827 V m , V tl = 0,840 V„. 

La forma de onda resultante de un circuito rectificador de media onda a seis fases es la representada en la Figu¬ 
ra 2-31. Hallar los valores V mci y V tf , Sol Y mtó = 0,955 V m \ V a = 0,956 V m . 



Fig. 2-30 


Fig. 2-31 































Capítulo 3 


Intensidad de corriente y tensión senoidales 


INTRODUCCION 

Al aplicar las leyes de Kirchhoff a un circuito cualquiera de una malla el resultado es, en general, 
una ecuación integrodiferencial. Los métodos de resolución clásicos de ecuaciones diferenciales propor¬ 
cionan la solución del problema eléctrico. Ahora bien, la intensidad de corriente, que suele ser la incóg¬ 
nita, debida a una determinada tensión aplicada, viene dada por una suma de dos funciones. Una de 
ellas corresponde a la intensidad del régimen transitorio que, normalmente, se anula a las pocas frac¬ 
ciones de segundo, y la otra constituye la intensidad en régimen permanente, la cual perdura mientras 
existe la excitación. 

Como muchos estudiantes cuando comienzan el estudio del análisis de circuitos no conocen todavía 
la técnica de resolución de ecuaciones diferenciales, solo veremos en este capítulo el régimen perma¬ 
nente prescindiendo, de momento, del transitorio correspondiente. No obstante, en el Capítulo 16 se 
estudiarán las ecuaciones diferenciales aplicadas a los circuitos eléctricos en donde veremos algunos 
ejemplos ilustrativos de los regímenes transitorio y permanente de la solución general. 


INTENSIDADES DÉ CORRIENTE SENOIDALES 

En la Tabla 3-1 aparecen las tensiones en bornes de los tres elementos R, L y C puros'en el caso 
de que la corriente que circule por ellos sea de tipo seno o coseno. 


Tabla 3-1 

Tensión en bornes de un elemento puro si la corriente es senoidal 


Elemento 

Tensión si 
i es general 

Tensión si 
i = I m sen 

Tensión si 
i “ Im eos wf 

Resistencia R 

v R = Ri 

v¡t — RIm sen ut 

Vjl = RU coa ut 

Autoinducción L 

- r * 

** = L Tt 

V L — tíLIm eos ut 

v L - «L7*(-sen u t) 

Capacidad C 

v c = ~ J idt 

= Í§<“COS«t) 

Im 

v c — —sen ut 


Tabla 3-2 

Corriente en los elementos puros si la corriente es senoidal 


Elemento 

Corriente si 
v es general 

Corriente si 
v ~ Vm sen (i>t 

Corriente si 
v = F* eos ut 

Resistencia R 

. „ v 1 

** “ R 

i R ~ “Senut 

V. 

t* — eos ut 

Autoinducción L 

<1 = 1/ vit 


■ V ' 

* t = ~ sen w t 

Capacidad C 

* ~ C dt 

i c =■ aCVm eos ut 

ic - «CV- (-sen «t) 
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TENSIONES SENOIDALES 

En la Tabla 3-2 aparecen las intensidades de corriente por los tres elementos /?, L y C puros en el 
caso de la que la tensión aplicada a cada uno de ellos sea de tipo seno o coseno. 


IMPEDANCIA 


La impedancia de un elemento aislado, o de una rama de varios elementos, o de un circuito com¬ 
pleto, es la relación entre la tensión aplicada y la intensidad de corriente que circula. 


Impedancia — 


Función de tensión 
Función de intensidad 


Si las tensiones e intensidades de corriente son senoidales, esta relación tiene un módulo y un argumen¬ 
to (ángulo). En el Capítulo 5 se estudia la impedancia con mucho detalle y allí se considera el argumento. 
En este capítulo solo estudiaremos el módulo de la impedancia. El argumento o ángulo entre la tensión v 
y la intensidad de corriente / se llama ángulo de fase o, simplemente, fase. 


ANGULO DE FASE 

Si tanto la tensión como la intensidad de cómeme son funciones senoidales del tiempo y se repre¬ 
sentan gráficamente con la misma escala de tiempos, aparece un desplazamiento relativo entre ambas 
magnitudes que solo es nulo en el caso de tratarse de un elemento resistivo puro. Dicho desplazamiento 
es el ángulo de fase y nunca puede ser superior a 90° o n/2 radianes. Por convenio, al hablar del ángulo 
de fase se considera «el que forma la intensidad de corriente / con la tensión t>». En un condensador, 
por ejemplo, j adelanta 90° o ít/ 2 radianes a v; en un circuito serie RL , con R igual a a>L, v adelanta 
45° o 7i/4 a i (o bien í está retrasada n ¡4 respecto de u); en una resistencia pura, i está en fase con u; etc. 
Las representaciones de las figuras siguientes aclaran los conceptos de impedancia y ángulo de fase. 

Resistencia R. En un elemento resistivo puro Ja intensidad de corriente y la tensión están en fase. 
(Véase Fig, 3-1.) El módulo de la impedancia es R. 




Autoinducción L. En una bobina pura la intensidad de corriente se retrasa 90" o te/ 2 respecto 
de la tensión. (Véase Fig, 3-2.) El módulo de la impedancia es ojL. 

Capacidad C. En un condensador puro, la intensidad de corriente adelanta 90° o jt/2 a la tensión. 

(Véase Fig. 3-3.) El módulo de la impedancia es — 



Fig. 3-3 
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Circuito serie RL. La intensidad de corriente se retrasa respecto de la tensión un ángulo igual 
a are tg (coL/R). (Véase Fig. 34.) El módulo de la impedancia es + {wL) 2 . 



Fig. 3-4 Fie. 3-5 

Circuito serie RC. La intensidad de corriente adelanta a la tensión en un ángulo igual a are tg 
(Véase Fig, 3-5.) El módulo de la impedancia es JR 1 + .(1/<uC) 3 . 

CIRCUITOS SERIE Y PARALELO 

En un circuito cuyos elementos (impedancias) están conectados en paralelo la intensidad de corrien- 
es igual a la suma de las caídas de tensión en dichos elementos individuales. Por ejemplo, en la Fig. 3-6(u) 
se verifica: v T — 4- v 2 + 




v¡ 


1 

V j 




1 

\ 

_r— J_ 



i 

í 

h 


Vr 








(a) W 

Fig, 3-6 

En un circuito cuyos elementos (impedancias) están conectados en paralelo la intensidad de corrien¬ 
te total es igual a la suma de las intensidades que circulan por cada uno de dichos elementos individuales. 
Por ejemplo, en la Fig. 3-6(6) se verifica: i T = i l + i 2 + ¿ 3 - Se puede observar que esto es una aplica¬ 
ción de la primera ley de Kirchhoff, pues las cuatro intensidades tienen un nudo común. 


Problemas resueltos 

3-1 Por un circuito serie formado por un elemento resistivo de resistencia R ohmios y una bobina de 
autoinducción L henrios, como se indica en la Fig. 3-7(a), circula una corriente de intensidad 
/ = J w sen cot amperios. Expresar la tensión tota! aplicada v T mediante una función senoidal. 
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3-5 Por ei circuito serie RC representado en la Fig, 3-9 circula una corriente de intensidad i = I m eos att. 
Expresar la tensión total aplicada mediante una función cosenoidal simple. 

R 

-\UC 


Fig. 3-9 

v r = v* + v c — R] m eos wt + (í/uC)I m sen u>t CO 

Expresando v T por un único término coseno de amplitud A y fase 4>, 

v T = A eos [vt + 0 ) = A eos eos <f> — A sen «i sen 0 (í) 

Igualando los coeficientes de sen c oí y eos <uí en (J) y ( 2 ) resulta, 

RU = A eos (1 (uC)U - -A sen 0 



, , , sen 0 1 

Ahora bien, tg 0 = —~ ~ —«p , 
eos 0 u Cíe 


eos $ = 


R 


y/R* + ( 1 /^ 0 * 


, A - VR* + (1/wQ* Im, con lo que 


v T — A eos («t + 0 ) = “I" (1/wC)* Im eos (ut ®rc tg 1 /coC 

es decir, la corriente está adelantada respecto de la tensión. (Como sen (f> es negativo y eos <f> es positivo, el 
ángulo <f> está en el cuarto cuadrante.) 

El módulo de la impedancia es yjR 2 + (l/toC ) 2 

Si R p í/mC, —— -► O y $ -► O, es decir, el mismo resultado que con un elemento positivo puro, 
i? 

Si 1 /a>C > V?, -»■ go y <f> -* n/2, es decir, el mismo resultado que obtuvimos con un condensador puro. 

R 

En una asociación serie RC la corriente está adelantada respecto de La tensión un ángulo comprendido entre 
0° y 90° o n¡2 radianes, según ios valores relativos de R y 1/wC. 


3-6 Por el circuito serie de la Fig, 3-10 circula una corriente de intensidad i = 2 eos 5000/ amperios. 
Hallar la tensión total aplicada v T . 




v T = JR 2 + (1/toC ) 2 I m eos (co/ - are tg ■—-) = 22,4 eos (5000/ ~ 63,4 a ) 

V ti 

en donde R = 5, 1/w C = 1(5000 x 20 x 10*) = 10, are tg = are tg 10/5 = 63,4°, l m = 2, 

R 

La corriente está adelantada respecto de la tensión un ángulo de 63,4°. El valor absoluto de la impedan- 
da es 11,18 fi. 
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3-7 Por el circuito serie RLC representado en !a Fig. 3-11 circula una 
corriente de intensidad i — I m sen cüí. Hallar la caída de tensión en 
bornes de cada elemento. 

v* = Ri ~ RI* sen« t 

v l ~ L^{/ m sen w í) = uLI* eos ut 


Vr 

V L 


R 

L 

-1 

C 

| m 

i 



-hf 


I m sen ut di — Im {—coa «t} 


Fig- 3-11 





Vi e / 


v c e i 

ii adelantada 90* respecto de v c \ 


U retrasada 90° respecto de v L I 
Fig* 3-12 

3-8 En el Problema 3-7 expresar la tensión total aplicada v T mediante una función senoidal únicamente. 

v T = v K + v L + v c = RU sen ut + (wL - 1 / u C)I m eos ut (i) 

Expresando v T mediante una función seno de amplitud A y ángulo de fase 4>, 

v T = A sen {ut + $) 

= A sen at eos 0 + A coa ut sen 0 

Igualando Jos coeficientes de sen oh y eos coi en (!) y ( 2 ) resulta, 

SIm — A eos 0 , 7«(wL — 1/uC) — A sen p 




Ahora bien, tg 0 = 
con lo que 


uL — 1/uC 


. COS0 - — R A = + (uL - l/«0» 

+ (uL - 1 /mO* COs * 


v r — A sen («t + 0 ) _ V + {uL — 1/uC)* sen [wí + are tg _1 («£. — l/uC)/fi] 

en donde v ^ 2 + (ojL - 1/coC) 2 es el valor absoluto de la ímpedancia, y are tg (újZ, - 1/ojC)/ü el án* 
guio de fase. 

Si ojL > 1/coC, el ángulo de fase tf> es positivo, la corriente retrasa respecto de la tensión y en el circuito pre¬ 
domina el efecto inductivo. 

Si 1/cuC > ü)L, el ángulo de fase <f> es negativo, la corriente adelanta a la tensión y en el circuito predomi¬ 
na el efecto capacitivo 

Si <üL = 1/a>C, el ángulo de fase </> es nulo, la corriente y la tensión están en fase y el valor de la impedan- 
cia es R. Esta condición se llama de resonancia serie. 

3-9 Demostrar que si coL se expresa en radianes por segundo (rad/s), L en henrios (H) y C en faradios (F), 
(oL y 1/íüC vienen dados en ohmios (fl). 

, rad „ 1 V-s V 

COL --H = - —— = — = fi 

s s A A 

_L = jl.í _ s ._v__ V 

(üC rad F A * s A 


Obsérvese que el radián, medida de un ángulo, es un número puro (adimensional). 
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3-10 En un circuito serie RLC tiene los valores R — 15 ohmios, L - 0,08 henrios y C = 30 microfa* 
radios. La tensión aplicada es de una pulsación igual a 500 radianes por segundo. Hallar el án¬ 
gulo de fase de la corriente respecto de la tensión. 


üíL = 500(0,Ü8) = 40 í\ -í- = 


1 


o>C 500(30 x IQ-*) 

wL - l/caC -26,7 

are te —...= are tg ——— - -60,65 


« 66.7 Q 


R 


15 


La reactancia capacitiva, o capacitancia, 1/toC, es mayor que la reactancia inductiva, o inductancia, u)L. 
La corriente está adelantada con respecto a la tensión un ángulo de 60,65“, y en el circuito predomina el efecto 

capacitivo. El módulo de la impedancia es J R 1 ■+• {coL — I ftoC) 2 = 30,6 fi. 


3-11 La diferencia de potencial aplicada a la asociación en paralelo RL representada en la Fig. 3-13 
es v = V m eos caí voltios. Hallar la intensidad de la corriente que circula poi cada rama y expresar 
la intensidad total i T mediante una función coseno. 


= 'L + ír = 


R 


v + 




V Vm 

dt — eos ut + —f senwí 
R mL 


Por tatito, if — \'(l/R) t -f (l/uL) 1 Vm eos (wí — are tg RjwL) 

La corriente está adelantada respecto de la tensión un ángulo 0. - are tg Rfa>L. 

Si R p o)L , 0 -* n/2 , con lo cual, i T % (V¡Jo>L) eos (tur - n/2). Con esta 
resistencia, relativamente grande, la corriente que circula por la rama resis¬ 
tiva es muy pequeña. Es decir, i T está formada esencialmente por í¿, y esta 
corriente inductiva gobierna la corriente total que circula. 

Si u)L p R> 0 -* 0, con lo cual, i T ¡% {VJR) eos tuí. En este caso, la 
rama inductiva tiene una reactancia muy grande y, por tanto, la intensidad 
que circula por ella es muy pequeña comparada con la que circula por la 
rama resistiva. Es decir, la corriente resistiva gobierna la intensidad total 
que circula. 



F¡g. 3-13 


3-12 La tensión aplicada a la asociación RC en paralelo representada en la Fig. 3-14 es v = V m sen cal 
voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula por cada rama y expresar la intensidad total 
i T mediante una función seno. 


ir - i M + i c = sen w É + aCVm coa «í 

Por tanto, ij — i/cUR)* + (wC) 1 Vm sen (wí 4- are Ig uCR) 

R 

La corriente está adelantada respecto de la tensión un ángulo 0 — are tg - 

Si R P J/ojC, 0 -*■ n/2, con lo que i T 35 i c = sen {wt + n/2). 

Es decir, la rama capacitiva gobierna la intensidad total que circula. 

SÍ 1/ü>C ^ V?. 0 -+ 0, con lo que í, * i„ = {VJR) sen tur. Es decir, 
la rama resistiva gobierna la intensidad total que circula. 



Fig. 3-14 


3-13 


La diferencia de potencial aplicada a la asociación RLC en paralelo representada en la Fig. 3-15 
es v = V m sen cal voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula por cada rama y expresar 
la intensidad total i T mediante una función seno. 


• , . ■ v , 1 f .. , ^ dv 

tr = + *l + ic = R + L J v<lt + C Tt 

— -^-senut — —-cosjf -r «CE™cosuí (7) 
íí uL 

Expresando t T como una función senoidal de ampli¬ 
tud A y ángulo de fase 0, 


i,, ~ A sen {ut -r 

— A sen wt eos <p *f A eos u>t sen <p (2) 



Fig. 3*15 
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Igualando los coeficientes de sen caí y eos caí en (/) y {2) resulta, 


Por tanto, tg $ = 


yjR — A eos $>, 


(uC - 1 /uL)V. 


1 ¡R 


eos <f> 


1 IR 


V( w + í«c - í/Züy 


= , A 


A sen $ 

Vñm* + (w c ~ i lüLf v„, 


con Jo que i, = VO/if ) 1 + (*C - 1 /«£,)• sen [ w£ + are tg («c - 1/«L)BJ 
Como era de esperar,, el signo del ángulo de fase depende de los valores relativos de caC y 1/caL. 

La corriente que circuía por la rama inductiva está retrasada 90 a o n/2 radianes respecto de la tensión apli- 
cada. La comente que circula por la rama capacitiva, por el contrario, está adelantada 90° o n/2 radianes res¬ 
pecto de dicha tensión, Estas dos corrientes pueden anularse cuando tengan el mismo valor numérico. Si la 
comente en la rama inductiva es mayor, la intensidad total estará retrasada respecto de la tensión aplicada' 
Sí es mayor la corriente en la rama capacitiva, la comente total estará adelantada respecto de la tensión aplicada! 


3-14 Dos elementos puros de un circuito serie tienen Ja siguiente corriente y tensión: 

v - 150 sen (500/ + 10°) voltios, i = 13,42 sen (500/ - 53,4 C ) amperios 
Determinar dichos elementos. 

Evidentemente, la corriente está retrasada respecto de la tensión en un valor 53,4° + 10° = 63,4 a ; por 
tanto, el circuito es inductivo y estará formado por una resistencia R y una bobina de autoinducción L. 


tg 63.4° = 2 = uL/R t l>L = 2 R 

VJU ~ V& + WF, 150/13,42 - VJ2* + W, í = 

con lo que L = 2 R/ca = 0,02 H. El circuito está formado por una resistencia R = 5 ÍJ y una autoinducción 
¿ — 0,02 H + 


3-15 Un circuito serie compuesto por dos elementos puros tiene la siguiente corriente y tensión (am¬ 
perios y voltios): 

v = 200 sen (2000/ + 50°) voltios, / = 4 eos (2000/ + 13,2°) amperios 
Determinar dichos elementos. 

Como eos x = sen (* + 90 a ), podemos poner / - 4 sen (2000/ + 103,2°). De aquí que la corriente ade¬ 
lante a la tensión en un ángulo de 103,2° — 50° = 53,2°. En estas condiciones, el circuito debe estar formado 
por una resistencia R y un condensador de capacidad C. 

tg 53,2° = 1,33 = 1 /coCR, l/a>C =1,33/? 

VJI m = JJ} + (l/wC) 2 , 200/4 = + n,33*) 2 , R = 30 O 

y C = l/(l,33to/í) = 1,25 x 10~ J F = 12,5 ¿tF. 

3-16 En el circuito serie de la Fig. 3-16 la tensión y la corrien¬ 
te son 


v = 353,5 eos (3000/ — 10°) voltios, 

/ = 12,5 eos (3000/ — 55°) amperios 

y la autoinducción de la bobina es igual a 0,0! henrios. 
Hallar ios valores de R y de C. 

La corriente está retrasada respecto de la tensión un ángulo 
de 55° - 10° = 45°. Es decir, la reactancia inductiva, cuL, es mayor 
que la reactancia capacitiva, 1 /íuC. 

tg 46° = 1 ~ (uL - 1 /uQ/R, {„)L - 1/wC) = R 

VJl m = ^R' + iuL - l/uC)*, 363,5/12,6 “ V^fiT 1 

R = 20 n 

y de («I* — 1 /u<7) = R se deduce 

C = 3.33 x 10~ s F = 33.3 pF 



Fig. 3-16 
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3-17 En el circuito paralelo de la Fig. 3-17 la función de tensión es v = 100 sen (1000/ + 50-) voltios. 
Expresar la intensidad de la corriente total mediante una fundón seno. 

i T = ü + = £ + i J Uííí 

= 20 sen (1000¿ + 50°) — 5 eos (lOOOt + 50°) 

= A sen(l000í + 50°) eos <¡> + A eos (lOOOt + 50°) sen <p 

de donde 20 = A eos * y -5 -- A sen *. Por tamo, tg 4> = -5/20, * = -14.05- en consecuencia, 
A = 20/(cos <£) = 20,6. Asi, 

i T = 20,6 sen (lOOOí + 50° - 14,05°) = 20,6 sea (1000/ + 35,95°) 

La corriente está retrasada respecto de la tensión aplicada un ángulo de 14,05 . 



M2 H 



20 uf 


3-18 La tensión aplicada al circuito representado en la Fig. 3-18 es ti - 50 sen (5000' + 45°) voltios. 
Hallar las intensidades de corriente en todas las ramas asi como la intensidad total. 


= le 


+ t'i + i c 


- * + 


* + c ft 


= 2,5 sen (5000/ + 45°) - 6,25 eos {5000/ + 45°) + 5 eos (5000/ + 45 ) 

= ¿5 sen (5000/ + 45°) - 1,25 eos (5000/ + 45°) , 

= 2,8 sen (5000/ + 18,4°), empleando los métodos de este capitulo. 

La corriente está retrasada respecto de la tensión aplicada un ángulo de 45= - 18,4° = 26,6°. 
Obsérvese que la intensidad total tiene un valor máximo de 2,8 A. Este valor es menor que cudquiMade 

cala, de las intensidades que circulan por las tres ramas. 


3-19 Por la asociación en serie RLC de la Fig. 3-19 circula una corriente i = 3 eos (5000' 60°) am- 

perios. Hallar la caída de tensión en cada demento y la catda de tensión total. 


v r = ». + v, + v c - Ri + L* t + c f ,dt 

- 6 eos (500QÉ - 60°) - 24 sen (5000í - 60°) + 30 sen (BOOOi - 60°) 

- 6 eos (6000Í - 60°) + 6 sen (5000/ - 60°) 

- g _49 eos (5000í — 105°), empleando ios métodos de este capitulo. 

La corriente está adelantada respecto de la tensión total un ángulo de 
105° - 60° = 45°. 

Obsérvese que la tensión máxima aplicada es de 8,49 V. La tensión en los 
elementos individuales del circuito es mayor que ésta para los elementos in 
ductivo y capacitivo. Haciendo una representación gráfica a escala se vena in¬ 
mediatamente. 







































CAP. 3] 


INTENSIDAD DE CORRIENTE Y TENSION SENOIDALES 


33 


Problemas propuestos 

3-20 Por una bobina pura de autoinducción L = 0,01 henrios circula una corriente i = 5 eos 2000/ amperios, Hallar 
su tensión en bornes. Sol. 100 eos (2000/ + 90°) V. 

3-21 Por un condensador puro de capacidad C = 30 microfaradios circula una comente i ~ 12 sen 2000/ amperios. 
Hallar su tensión en bornes. Sol. 200 sen (2000/ — 90°) V. 

3-22 En un circuito serie RL, con R = 5 ohmios y L = 0,06 henrios, la tensión en bornes de la bobina es v L = 15 

sen 200/ voltios. Hallar la tensión total, la intensidad de corriente, el ángulo de fase de i respecto de v T y el módu¬ 
lo de la impedancia. 

Sol. i = 1,25 sen (2Ó0í — 90°) A; u r = 16,25 sen (200/ - 22,Ó5 C ) V; 67,35°; VJI m - 13 12. 

3-23 En el mismo circuito serie del Problema 3-22 la tensión en la resistencia es ti fi = 15 sen 200/. Hallar la tensión 
total, la intensidad de corriente, el ángulo de fase de i respecto de v T y. el módulo de la impedancia. 

Sol. i = 3 sen 200/ A; v T = 39 sen (200/ + 67,35°) V; 67,35°; VJl m = 13 12. 

3-24 En un circuito serie de dos elementos simples la tensión y la corriente son (voltios y amperios); 

v T = 255 sen (300/ + 45°); i = 8,5 sen (300/ + 15 ü ) 

Determinar dichos elementos. Sol , /f - 26 12; L = 0,05 H. 

3-25 En un circuito serie de dos elementos simples La tensión y la corriente son (voltios y amperios): 

v T = 150 eos (200/ - 30°); / = 4,48 eos (200/ - 56,6°) 

Determinar dichos elementos. Sol. R - 30 £2; L = 0,075 H. 

3-26 Dos elementos simples R = 12 ohmios y C ~ 31,3 microfaradios se unen en serie y se les aplica una tensión 
c = 100 eos (2000/ - 20°) voltios. Los dos mismos elementos se unen ahora en paralelo con la misma ten¬ 
sión aplicada. Hallar La intensidad total que circula en cada conexión. 

Sol. Serie; / = 5 eos (2000/ + 33,2°) A; paralelo: i = 10,4 eos (2000/ + 16,8°} A. 

3-27 Una resistencia R ~ 21,$ ohmios y un condensador C = 66,7 microfaradios se unen en serie. La tensión en el 
condensador es v c = 50 eos 1500/ voltios, Hallar la tensión total v T , el ángulo de fase de la corriente sobre la 
tensión y el módulo de la impedancia. 

Sol. v T = 146,3 eos (1500/ + 70°) V; 20 ü ; VJI m = 29,3 12. 

3-28 Una resistencia R = 5 ohmios y un cierto condensador se unen en serie. La tensión en la resistencia es v R = 25 sen 
(2000/ + 30°) voltios. Si la corriente está adelantada 60 a respecto de la tensión, ¿cuál es el valor de la capaci¬ 
dad C del condensador? Sol. 57,7 /iF. 

3-29 Un circuito serie LC , con L = 0,05 henrios y una capacidad desconocida, tiene la tensión e intensidad de co¬ 
rriente (voltios y amperios); 

v T = 100 sen 5000/, i = 2 sen (5000/ + 90 a ) 

Hallar el valor de la capacidad C. Sol. 0,667 ¿iF. 

3_30 La corriente que circula por un circuito serie RLC está retrasada 30° respecto de la tensión aplicada. El valor 
máximo de la tensión en la bobina es el doble de la correspondiente al condensador, y v L = 10 sen 1000/ voltios. 
Hallar los valores de L y. de C sabiendo que = 20 ohmios, 

Sol. L = 23,1 mH; C = 86,5 //F. 

3-31 Un circuito serie RLC , con R = 5 ohmios, L - 0,02 henrios y C = 80 microfaradios, tiene aplicada una ten¬ 
sión senoidal de frecuencia variable. Determinar los valores de oj para los cuales la corriente (a) adelanta 45° 
a la tensión, (A) está en fase con ella, (c) retrasa 45°. Sol. (a) 675; (6) 790; (c) 925 rad/s, 

3-32 Un circuito paralelo consta de dos ramas; en una de ellas tiene un elemento resistivo puro de R = 50 ohmios 
y en la otra hay un elemento desconocido; se sabe que la corriente y tensión aplicadas son (voltios y amperios): 

v = 100 eos (1500/ + 45°); i T = 12 sen (1500/ + 135°) 

Determinar el elemento desconocido, Sol. R — 10 12, 

3J3 Hallar la intensidad de corriente total que circula por el circuito paralelo formado por L = 0,05 henrios y 
C ~ 0,667 microfaradios al que se le aplica una tensión l> — 100 sen 5000/ voltios. 

Sol. ij ~ 0,067 sen (5000/ - 90°) A. 
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3-34 

3-35 

3-36 

3-37 

3-38 

3-39 

3-40 

3-41 

3-42 


3-43 


Una resistencia /i = 10 ohmios y una autoinducción L = 0,005 henrios están en paralelo. La corriente que 
circula por la rama inductiva es i L = 5 sen (2000f — 45") amperios. Hallar la intensidad de corriente total y el 
ángulo de fase entre i T y la tensión aplicada. 

So!. i T = 7,07 sen (2000r + 0 U ) A; 45 a ( i T retrasada respecto de u). 

Un circuito paralelo tiene en una de sus ramas una resistencia R — 5 ohmios y en la otra un elemento desco¬ 
nocido; la tensión aplicada y la corriente total son (voltios y amperios): 

v = 10 eos (50/ + 60 a ); i = 5,38 eos (50/ - 8,23") 

Determinar dicho elemento desconocido. Sol. L = 0,04 H. 

Dos elementos simples, R = 10 ohmios y C = 100 microfaradios, se unen en paralelo y se aplica al conjunto 
una tensión v = 150 eos (5000/ - 30 a ) voltios. Hallar la intensidad de corriente total que circula por ellos. 

Sol. i T = 76.5 eos (5000/ + 48,7“) A. 

Un condensador puro de capacidad C = 35 microfaradios se une en paralelo con otro demento simple. Sabien¬ 
do que la tensión aplicada y la intensidad de corriente total son i? = 150 sen 3000/ voltios e i T = 16,5 sen 
(3000/ + 72,4“) amperios, respectivamente, determinar dicho elemento desconocido. Sol. R = 30 O. 

Un circuito paralelo LC tiene aplicada una tensión v = 50 eos (3000/ + 45“) voltios y la intensidad de corrien¬ 
te total que circula por d conjunto es < T = 2 eos (3000/ - 45T amperios. También se sabe que la corriente en 
la rama inductiva es cinco veces mayor que por la otra. Hallar los valores de i y de C. 

Sol. L = 6.67 mH; C = 3,33 p F. 

La tensión aplicada a tres ramas en paralelo, cada una de las cuales contiene un elemento simple, es i? = 200 
sen 1000/ voltios. Los valores de las ramas son R = 300 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 10 microfaradios, res¬ 
pectivamente. Hallar la corriente total, e! ángulo de fase entre i T y la tensión aplicada y el módulo de la impedancia. 
Sol. i T = 1,74 sen (1000/ + 67,4°) A; 67.4° (: r adelantada respecto de u); VJI m - 115 íl. 

Hallar el'valor de la autoinducción L en el circuito paralelo representado en la Fig. 3-20 sabiendo que la ten¬ 
sión aplicada y la intensidad de la comente total son v = 100 sen 500/ voltios e i r = 2,5 sen 500/ amperios, res¬ 
pectivamente. Sol. L = 0,08 H. 



Fig, 3-20 Fig. 3-21 

En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-21 la tensión aplicada es v - 50 sen (2000/ - 90*) voltios. Hallar 
la intensidad de la corriente total. Sol. i T =11.2 sen (2000/ — 116,6“) A. 

En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-22 la tensión aplicada es i? = 100 sen 5000/ voltios. Hallar las 
intensidades de corriente ¡\, j 2 . ¡ T , 

Sol. i t = 7,07 sen (5000/ - 45') A; i 2 = 7,07 sen (5000/ + 45") A; i T = 10 sen 5000/ A. 



Fig. 3-22 Fig. 3-23 

En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-23 la tensión, aplicada es v - 100 eos (5000/ + 45°) voltios, 
(a) Hallar la intensidad de la corriente total. (A) ¿Qué dos elementos asociados en serie habría que colocar para 
que circulara la misma corriente y fuera, por tanto, equivalente al circuito paralelo para la misma frecuencia? 
Sol, [a) i T = 18,5 eos (5000/ + 68,4 a ) A; ib) circuito serie de R = 4,96 íl y C = 93 pF. 































Capítulo 4 


Números complejos 


NUMEROS REALES 

Eí cuerpo de los números reales se compone de los correspondientes a los números racionales e irra¬ 
cionales. El conjunto de los números reales se puede poner en correspondencia biunívoca con el conjunto 
de los puntos de una recta que se llama eje real\ es decir, cada punto de ta recta representa un único nú¬ 
mero real y cualquier número real se representa por un único punto de la recta, como muestra la Fig, 4-1. 
La suma, resta, multiplicación y división de dos números reales es otro número real. La raíz cuadrada 
de un número real positivo es también otro número real; pero sí es negativo, su raíz cuadrada no es un 
número real o bien no corresponde a ningún punto de la citada recta. 

-14/3 -r -v'í VT € r 9/2 

_ I r U -hJ-1-H-1—1 1-U-l- * — 1 —1 ■* 

-4 -3 -J -1 fl 1 3 3 * * 

Fig. 4-1. Eje real 


NUMEROS IMAGINARIOS 

La raíz cuadrada de un número real negativo es un número imaginario ; por ejemplo, son números 

imaginarios ,/^T, sf~^> \/ -16 > elc - _ r ,— 

Si hacemos j = > / ^T m que se llama unidad imaginaria, se puede escribir, J -2 - j^/l, V~4 ~ J2, 
y_" 5 - j^J 5 ( yri6 = J4, etc. Las sucesivas potencias de la unidad imaginaria son 


j z ~ -1, p = p-j ~ (-1); = -7# i* = (?*)* = l > 


P = h 


El conjunto de los números imaginarios se puede poner en correspondencia biunívoca con el con¬ 
junto de los puntos de otra recta, que se llama eje imaginario, como muestra la Figura 4-2. 


— j 5 -;4 -> 3 ~)2 -;1 0 

-1-1-1-1-i-H 


Jl 

—h 


)2 

—t— 


>3 H 


jh 

~¥- 


Fig. 4-2. Fie imaginario 


La elección de la palabra imaginario es muy desafortunada, pues estos números tienen tanta exis¬ 
tencia física como los reales. El vocablo significa, exclusivamente, que los números imaginarios no se 
pueden representar por un punto en el eje de los números reales. 


NUMEROS COMPLEJOS 

Un número complejo z es de la forma .v + jy> en donde xty son números reales yy = V - 1 ■ En un 
número complejo * + jy la primera componente, x, se llama parte real y la segunda, jy, parte imaginaría. 
Si la parte real es nula, x = 0, el número complejo se reduce a un numero imaginario (puro) y se repre¬ 
senta por un punto sobre el eje imaginario. Análogamente, si la que es nula es la parte paginaría - 0, 
el número complejo se reduce a un número real y se representa por un punto del eje rea). Por consigui n- 
íe eUonjunto de los números reales tiene como subconjuntos al de los números reales y al de los .ma- 

81IW ^condición necesaria y suficiente para que dos números complejos, a+jbyc+ jd, sean iguales 
es que a = c y b — d. 
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Si se traza el eje real perpendicular al eje imaginario, como se representa en la Fig. 4-3, siendo 0 el 
punto de intersección llamado origen, el conjunto de los números complejos se puede poner en corres¬ 
pondencia biunívoca con el conjunto de puntos del plano complejo así formado. En dicha Fig. 4-3, se 
han situado los seis números complejos (z 1? .z 6 ) que aparecen a su izquierda. 


*i = 6 

Zj — 2 j3 

z 3 = j4 

*4 = -a + i2 

- -4 - j‘4 

= 3 + jn 



DISTINTAS FORMAS DE EXPRESAR UN NUMERO COMPLEJO 

En la Fig. 4-4, j t = r eos 0, y - r sen 0, con lo que el nú¬ 
mero complejo z es 

i = x + jy = r(cos 9 + j sen 0) 


en donde la expresión r - Jx 1 + y 2 se llama módulo de z, y el 
ángulo 0 = are tg yjx recibe el nombre de argumento de z. 

La fórmula de Euler, e i$ = (eos 0 + j sen 0), permite.ex¬ 
presar en otra forma, que se llama exponencial, un número 
complejo (véase Problema 4-1). 

z — r eos 6 + jr sen 9 — re jt 

En teoría de circuitos es muy frecuente emplear la forma polar o de Stemmetz de un número com¬ 
plejo z y se suele escribir así: 

r[0 

en donde 9 se mide en grados o en radianes. 

A continuación se resumen las cuatro formas de representar un número complejo, el empleo e 
una u otra depende, fundamentalmente, de la operación que se trate de efectuar. 

Forma binómica z = x + jy 

Forma polar o de Steinmetz z = r/0 
Forma exponencial i = r e** 

Forma trigonométrica z = r(cos 0+7 sen 0) 



Representación polar de üti 
número complejo z 

Fig. 4-4 


CONJUGADO DE UN NUMERO COMPLEJO 

El conjugado del número complejo z = x + jy es el complejo z* = x - jy. Por ejemplo, son nú 
meros complejos conjugados los pares: {1 ) 3 - j2 y 3 + j2, (2) — 5 + y'4 y -5 — j4. 
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En forma polar, el conjunto de z = r ¡Q es 
z * ~ r LzÉ ' Como eos (— 0) = eos 0y sen (-0) - 
-sen 6, el conjugado de z - /-(eos & + j sen 0) es 
z* = r(eos 6 — j sen 0). Por ejemplo, el conjuga¬ 
do de z = 7 /30° es z* = 7 /~ 30° . 

En el plano complejo, el conjugado z* de un 
número complejo z es siempre el simétrico de z 

respecto del eje real, como se muestra en la Fi¬ 
gura 4-5. 

Por consiguiente, las cuatro formas de escri¬ 
bir un número complejo z y su conjugado corres¬ 
pondiente son: 

z = x + jy z - r ¿6_ % - 

i* — x — jy z* — rf—8 z* = 



Fig. 4-5. Números complejos y sus conjugados 

re 16 % = r(cos0 -i - j sen 8 } 

re~ ia z* = r(cos 8 — j sen 6) 


SUMA Y RESTA DE NUMEROS COMPLEJOS 

Para sumar (restar) dos números complejos se suman (restan) sus partes reales y sus partes imagi¬ 
narias independientemente. En la práctica, para sumar (restar) complejos lo más cómodo es escribirlos 
en forma binómica. 

Ejemplo 1. Sean los complejos zj = 5-j2 y z 2 = -3 - j'8. Entonces, 

Zi + z 2 - (5 - 3) + j (-2 - 8) = 2 - ;10 

*2 - = (“3 - S) + ?(-8 + 2} - -8 - j6 

MULTIPLICACION DE NUMEROS COMPLEJOS 

El producto de dos números complejos, escritos en forma exponencial, se deduce inmediatamente 
de las propiedades de la potenciación. 

ziz 2 = (ne J '*i)(r2^ 9 *) = rir 2 e K6 t +e * } 

Si los complejos se escriben en forma polar es evidente que 

ziza = (ri¿$i){ri¿S2) = rira /gi + 03 

Por último, si los complejos vienen dados en forma binómica se multiplican como si fueran po¬ 
linomios. 

*i* 2 =- í-*! + 4- jy 2 ) = XiX 2 -f jx±y 2 + jy^i + j 2 y^y 2 

= - yiy 2 )+j(x 1 y2 + j^) 

Ejemplo 2. Si ~ 6e^'’ 3 y z 2 = resulta - (5eiir/8)(2e-Jff/®) = 10eJ* r/e , 

Ejemplo 3. Si zj “ 2 /30° y z 2 = 5 /-46° , resulta - (2/30? ) (5 /-45 0 ) - 10 /-15° . 

Ejemplo 4. Si *1 = 2 + j3 y z 2 = —1 — j3, resulta z t z a - (2 -I- >‘3)(-l - j3) - 7 - j9. 

DIVISION DE NUMEROS COMPLEJOS 

El cociente de dos números complejos, escritos en forma exponencial, se deduce inmediatamente 
de las propiedades de la potenciación. 

Ti e í9i 
Ti e i0 * 


5i 

Z2 


II 

í*a 
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Si los complejos se escriben en forma polar es evidente que 

— = T -^~ - — 181-&1 

%% r%(jh r 2 L - 

Por último, si los complejos vienen dados en forma binómica se multiplica el numerador y deno¬ 
minador por el conjugado del denominador. 

zi _ xi + íVí fx% — jyn\ _ (Jim + viva) + jjyiXM- 1 ) 

*2 x 2 + jyi \ Xz - jyj ’ x\ -I- y\ 

Ejemplo 5. Sean Zj — 4ej” /3 y = 2e**'*\ entonces — — ~~!y . =. 2eW 6 . 

t 2 2í¡í™ 

z 8/—30° 

Ejemplo 6. Sean - 8 /~3Q° y z, ¿ = 2 /-6Q 0 ; entonces ~ - - j - - — - - 4 /30° . 

Ejemplo 7. Sean *, 4 - j5 y z 2 = 1 + j'2;entonces fl ~ jjziÉ {Í JZ JZ') = 

y 2 z % 1 + }2 \ 1 — j‘2 / 5 

RAIZ DE UN NUMERO COMPLEJO 

Cualquier número complejo dado en la forma z = r e* 9 equivale a escribir z = r e *® + con 
n = 0, ±1, +2, . , . Análogamente, z = r¿$_ es equivalente a z = r/(B -+ «360° ). Por consiguiente, 

z = re SS ~ re iíe+2jri»> y yfó — -tyj: e )(9 + 2im>/k 

z = r¿0 = r /(3 + n360°) y v'í = frr flfl +n360°)/A; 

Dando a k los valores 0, 1, 2, 3,. .., (Jk - 1), se deducen las k raíces distintas que posee un número com¬ 
plejo. 

Ejemplo 8. 

Si z = 8/60°, se deduce que J/z = ^ 8 /(60“ + n360 : j/3 = 2 /(20° + nl20° ). Como n se le pueden dar los 
valores 0, 1 y 2 se obtienen las tres raíces 2 /20° , 2 /140° y 2 /260° . 

Ejemplo 9. Hallar las raíces quintas de Ja unidad (real). 

Como 1 - le' 2 '”, se tiene - ^f\ e i2 ' nti = le J2 ’ r ' ,,í . Como n se le pueden dar los valores 0, 1, 2, 3 y 4, 
las cinco raíces quintas son 1/0°, i, 1/72^, 1 /144° , 1 /216° y 1 /288° . 


LOGARITMO DE UN NUMERO COMPLEJO 

El logaritmo neperiano o natural de un número complejo se halla muy fácilmente si éste se escribe 
en forma exponencial. 

In z — in r e jíS+2ffrt} _ jn r + In e^ $+iwn) = ln r 4- j{6 + 2,Trn) 

El resultado que se obtiene, pues, no es único. Se llama valor principal del logaritmo al que corres¬ 
ponde a n - 0, y es el que se considera con más frecuencia. 

Ejemplo 10. Si z = V /6 , se deduce Iti z ~ ln i = ln 3 + jn/6 = 1,099 + _/0,523. 

EMPLEO DE LA REGI A DE CALCULO EN EL ALGEBRA 
DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

Introducción 

En la notación fasoria 1 que veremos en el Capítulo 5, la tensión, la intensidad de corriente y la im- 
pedancia son números complejos. Las formas de expresión más frecuente de estas magnitudes son la 
binómica y la polar. Es necesario, pues, pasar rápidamente de una a otra forma, ya que lo más cómodo 
para multiplicar y dividir complejos es escribirlos en forma polar y, en cambio, para sumarlos o restar¬ 
los lo mejor es hacerlo en forma binómica. 
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Para estas conversiones, es muy aconsejable manejar con soltura la regla de cálculo decimal-trigo¬ 
nométrica. Existen diversas reglas de cálculo y recomendamos aprender bien su utilización leyendo el 
libro de instrucciones que la acompañan. 

Como el propósito de esta parte es llegar a una rápida y eficaz conversión en cualquier sentido, las 
explicaciones trigonométricas se reducen al mínimo. 


PASO DE FORMA POLAR A BINOMICA 

Ejemplo 11. Expresar 5 0(53,1° en forma binómica, x + jy. 

1. Se hace un «mono» o dibujo expresando el hecho de que el ángulo es mayor de 45°. 

2. x = 50 eos 53,1° = 50 x 0,600 = 30, 
y = 50 sen 53,1° = 50 x 0,800 - 40. 

3. Las partes real e imaginaria son ambas positivas. 

4. 50 /53,1° = 30 + /40. 



Ejemplo 12. Expresar 100 /-120° en forma binómica, x + jy. 

1. Se dibuja el «mono» correspondiente. El ángulo de referencia es 60“. 

2. x = 100 eos 60° = 100 x 0,500 = 50, 
y — 100 sen 60° — 100 x 0,866 = 86,6. 

3. Las partes real e imaginaria son ambas negativas. 

4. 100/-120° = -50 - /86,6. 



PASO DE FORMA BINOMICA A POLAR 


Fjwn plft 13. Expresar 4 + /3 en forma polar, r[0_. 

1. Se hace un «mono» o dibujo exagerando el hecho de que la parte real es mayor 
que la parte imaginaria, es decir, el ángulo es menor de 45°. 

2. 0 = are tg í - are tg 0,75 = 36,9° (<45°) sen 36,9° = 0,600, de donde r = 

4 

0,800, de donde r = = 5. 



3. 4 + ;3 = 5 /36,9° . 


Ejemplo 14. Expresar -10 + jl 0 en forma polar, r¡0. 

1. Se dibuja ql «mono» correspondiente. El ángulo de referencia es menor de 45° 
(complementario de 0). 

2. = are tg — = are tg 2 = 63,4°. Por tanto, = 180° - 63,4° - 116,6°. 

20 

sen 63,4° = 0.895, de donde r - = 22,4 o bien eos 63,4° = 0,449, de 

y ,o”3 

d0nde r = 0^9 = 22A 

-10 + y20 = 22,4/116.6°. 



3. 
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OPERACIONES CON ANGULOS MENORES DE SEIS GRADOS 

Cuando el valor numérico del ángulo 0 de la forma polar de un número complejo es muy pequeño, 
d módulo r y la parte real * de la forma binómica son aproximadamente iguales. Para ¡0| í 5.73°, los 
valores de r y de x se consideran iguales. La parte imaginaria jy — jr sen 0 se determina emplean o 
la escala de senos tangentes {ST) de la reglilla en la que se hace la sustitución de los infinitésimos equi¬ 
valentes: seno, arco y tangente. La misma hipótesis se hace cuando el ángulo 0 es próximo a 180 , cuyo 

ángulo de referencia para los cálculos es menor que 5,73°, 

Si el valor numérico de 0 es próximo a 90°, el módulo r y el valor de y de la parte imaginaria co¬ 
rrespondiente al complejo escrito en forma binómica son aproximadamente iguales. Para 84,27 = ' á 
95 73° tos valores de r e y se suponen iguales. La parte real x — r eos $ se determina empleando la escala 
de senos tangentes de la reglilla, teniendo en cuenta que eos 0 = sen (90° - 0). Esta misma considera¬ 
ción se hace para valores de 0 próximos a 270% en los que el ángulo de referencia es igual o mayor que 

84,27% 


Ejemplo 15- Expresar 10 /3,5° en forma binómica, x + jy. 

1. Se hace un «mono» o dibujo exagerando el valor del ángulo. 

2. Como et ángulo es menor de 5,73% Ea parte real x = 10. 

3. sen 3,5° = 0,061. de donde y — 10 x 0,061 = 0,61. 

4 . Las parles real e imaginaria son ambas positivas. 

5. tO/3,5 0 = 10 + yO.ól. (Para ángulos muy pequeños, la relación entre las partes real 
e imaginaria es de 10 a 1.) 


) 



Ejemplo 16. Expresar 450 /94° en forma binómica, x +■ jy. 

]_ s e hace el «mono» correspondiente. El ángulo de referencia es S6 J . 

2. Como el ángulo de referencia es mayor que 84,27°. Ja parte imaginaria y = 450, 

3. eos 86° = sen 4 S = 0.070. de donde x = 450 * 0.070 = 3!,5. 

4. La parte real es negativa y la imaginaria es positiva. 

5. 450/94* = -3L5 + ;'450. 



Ejemplo 17. Expresar 50 4- /50Q en forma polar, r(Q 

l . Se hace d «mono» correspondiente. La relación de partes imaginaria a real es ma¬ 
yor que 10 a I, lo cual i ndica que eí ángulo es mayor de 84.27° : por tanto, r - 500. 

2. tí, = are tg — - are tg 0.04 = 2.3*. Por tanto. 0 = 90 J - 2,3° = 87,7°. 

500 

3, 50 + y500 « S0Ú /Ü7.7 C , 



Ejemplo 18. Expresar -4 - ;85 en forma polar. r¿0. 

L Se hace el «mono» correspondiente. La relación de parles imaginaria a real es ma¬ 
yor que 10 a i, lo cual indica que el ángulo es mayor de 84,27"; por tanto, r - 85. 

2 . 0, = 90' - are ig 1 - 90' - are tg 0,047 = 90' - IT - 87,3°. Por tanto, 0 = 

87,3 ± 180" =■ 267,3 c o bien -92.7”. 

3 - /85 « 8 5,~267 .3' - 85/- 92,7' . 
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Problemas 

4-1 Demostrar la fórmula de Euler. 

Supongamos que una fundón se puede representar por una serie de potencias de x de tipo Madaurin: 
/(x) = /(O) + */'{Q) + ^r<0) + f^/'"(0) + ■•■ + 


(h — 1>! 

siendo continuas, en x = 0, la función y todas sus derivadas. 

Los desarrollos de Madaurin de eos $, sen 8 y e* en potencias de 6 son: 


X in ~ u -f 


_ í* , 

cosí - 1 -2T + 4¡-6T + '" 

¡a , , * 2 . * 3 , tf 1 

** = 1 + >' ~ 2! " J 3! + 4 


* ní = * ~ÍT + 5 T-tT + 

, . s 5 í B . e 1 . 

T + J 5! 6! 3 7! + 


Agrupando términos en la serie correspondiente a e* 9 tendremos, 

'* = - It -1 ' It - It + "•) + J (' _ 3T + lr _ 7T + ') = »»* + í“ n « 

4-2 Dibujar el plano complejo y situar los siguientes números complejos. Expresar cada uno de ellos 
en forma polar y repetir el dibujo. Comparar las dos representaciones gráficas para cerciorarse de 
que las conversiones fueron bien hechas. 

(o) 2 - ;2 (6) 3 + /8 te) -5 + /3 <tf) -4 - j'4 (e) 5 + ;0 {/) ¿6 <#) -4 (A) -;5 


4-3 Expresar cada uno de los números complejos que se dan a continuación en forma polar: 

{a} 15c^« (6) 5c-^ /3 (c) (d) -2e- Jr '* (<0 10e“**'* (/) 

Sol. (a) 15/45_°, ( b) 5 /—120° , <e) 4 /-3Q° , (d) 2/90°, (*> 10 /~210° ó 10/150?, (/) 18 /-90° 

4-4 Efectuar la operación que se indica: 

(a) z = 3 — j’4. Hallar zz*. (d) z - Hallar zz ■*. (g) s — 95 /25° . Hallar z - a*. 

(6} x - 10 /-40° . Hallar zz*. {e) z = 2 + j‘8. Hallar z - z*. (A) z — r ¿£fallar z/z*. 

(<) z = 20 /63,1° . Hallar 2 + (/) * = 10 - j'4. Hallar * 4- 2 *. 

Sol. (a) 25, (6) 100, (c) 24, (d) 6,25, (e) >16, {/) 20, (tf) /80,2, (A) 1/2* . 

4-5 Hallar las raíces que se indican de los números complejos siguientes: 

(a) VíT+Ta (6) v/150 /—60° {c) \/6.93 - ;4 (d) \/27e»'/* (•> v'T (/) VT 

5a/. (a) 3,07/29° , 3.07/209° , (6) 12.25 /-30 0 , 12,25/150° , (c) 2 /-10° , 2/110? , 2 /230° , (d) 3¿*/s, 
Seffrrt 3cni'«, ( C ) i¿o , 1 /90° , 1 /180° , 1 /270° , {/) 2/0, 2 /180° , es decir. ±2. 


4-6 


4-7 


4-8 


Hallar el logaritmo neperiano de los números complejos {a)-{d). En el apartado (e) calcular el 
producto mediante logaritmos. 

(a) 20/45°, ( 6 ) 6 / -60°, (c) 0,5 /120° , id) 0,3 /180° , {e) (0,3 /180° ){20/45°) 

Sol. (a) 3 + /n/4, ( 6 ) 1,79 - yit/3, (c) -0,693 + /2tt/3, (d) -1,2 + pi, (e) 6/225? 


Mediante la regla de cálculo, pasar de forma polar a binómica cada uno de los números complejos 


que se indican. 

(a) 12,3/30° 

(A) 53 /160° 

(c) 25 /-45° 

(d) 86/-115° 


Sol . 10,63 + 76,15 
-49,8 + 718,1 
17,7 -/17,7 
-36,3 - jn 


(e) 0,05 /-20° 
íf) 0,003/80° 
fe) 0,013/260° 

(A) 0,156/-190° 


Sol. 0,047 - /0.0171 

0,00052 + ;0,00295 
-0,00226 - 70,0128 
-0,1535 + 70,0271 


Mediante la regla de cálculo, pasar de forma binómica a polar cada uno de los números complejos 
que se indican. 


{o) - 12 + 716 
(ó) 2-74 
<c) -59 -725 
(d) 700 + ;200 


Sol. 20 /126,8° 
4,47 /-63,4' 
64/203° 


(e) 0,048 - 70.153 
{f) 0,0171 + 70,047 
fe) -69,4 -740 
(h) -2+72 


SoL 0,160 /-72,55° 
0,05/70° 
80 /210° 
28,3/135° 


727/16° 
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NUMEROS COMPLEJOS 


[CAP. 4 


4-9 


Mediante la regla de cálculo, pasar de forma polar a binómica cada uno de los números complejos 
que se indican: 

,, ,nn* Sol 10 +/O 523 (?) 0.02/94° Sol -0,00139 +/0,02 

; S- W71 + > </> 0.70 m -°' 048 n 8 n ;¿ 0 ’ 70 

W W -2,62 -750. <*> 


-2,62 
-45 + yO,785 


0) 200/18 P 


4-10 


(d) 45 /179° 

Mediante la regla de cálculo, pasar de forma binómica a forma polar cada uno de los números 
complejos que se indican: 

(a) 540 + /40 Sol. 540/4,25° <*) 0,8 “ ;0,0696 Sol. 0,8/-ÍP 

(M —10 — /250 250 / — 92.29° í/1 10 +/0,523. 

tí) 8-yo,5 8/3,581 (í) -200 -/3,49 

{d) 25 +/717 717/88’ (A) 0,02-AOOl 


10/31 

200 / 18 r 

0,02/-2,87° 


4-11 


Como ejercicio con la regla de cálculo, pasar de una a otra forma los números complejos que se 
indican. Pasar las respuestas a la forma original: 


(а) 40/10" 

(б) 18 - j9 

(c) 0,03 + y'0,80 

(d) 0,06/- 100° 


le) 5,0 -í- y0,3 
[f] 0,50/174° 
(g J 180 + y55 
lh) 25/881 


4-12 


(a) (10 /53,1° } + (4 + j2> 

(b) (10/90° ) + (8 ~ j2) 

(c) (-4-/6) + (2 + /4) 
(cf) (2,83/451 ) - (2 - ;8) 


Soi. io + yio 

8 + j8 
—2 - ;2 
;10 


(0 

-0,05 -yo,80 

(m) 

80/-98° 

(í) 

0,85/T 

0) 

150/-5° 

(n) 

— 15-/30 

(r) 

3 +/4 

(A) 

0,002/-178° 

(o) 

5/233, r 

1*) 

20/-143,1° 

(0 

—1080+ j250 

(P) 

-26 + J15 

(0 

-5 - /8,66 

números complejos 

que 

se indican: 



yio 

(e) (-5'+ 

ye) - 

(7,07/135°) 


Sol. 0 


1 

6 + /10 
-4 + ;2 


(/) (2 - jlO) - (1 - J10) 

(0) (10 + /l) + 6 — (13,45 /—42° ) 

(ft) -(5 /534° ) - (1-/6) 

4-13 Hallar el producto de los números complejos que se indican. Como ejercicio complementario, 
se pueden convertir todos los complejos a forma polar y calcular de nuevo su producto, co 

probando el.resultado; 

(fl) (3-;2)U-/4) Sol. —5 — ?14 <■> S ° L J 10 

(b) (2 + jQ)(3 - J'3) & - J‘6 if) 

(c) (-l-íDU + il) {9) f + 

(rf) (j2)(4-j3) 6 + j8 (* + JV)í*- W) 

4.14 Hallar el cociente de los números complejos que se indican^ multiplicando numerador- 5 ^denomi¬ 
nador por el complejo conjugado del denominador. Pasar los números a forma polar y calcula 

de nuevo su cociente comprobando el resultado. 

(e) (3 + /3)/{2 + j2) Sol. 1,5 

(f) (—5 — /10)/(2 + /4) -2,5 

(p) 10/(6 + j 8 ) o ,6 — y ®» 8 

(A) j'5/{2 — /2) -1,25+y 1,25 


8 

x 2 + y 2 


Sol. j’6 

-1 - ¿3 


4-15 


4-16 


(а) (5 + /5)/(l — jl) 

( б ) (4 — / 8}/(2 + j ' 2 ) 

(c) (5 — j' 10)/(3 -k j4) “I “ 

(d> (8 + ?12 )/(j 2) 6 - j'4 

Hallar cada unos de los productos que se indican: 

S %Í +j nV~%r S ° ! 26^2.6° !/) 

72-7^KU + A«, 506^ U | , 3¿^, + ^ 75) 

\J) WlW^) W 01,«3)(2.<.+ y« 

Expresar cada una de las relaciones por un único complejo: 

(a) (23,5 + y8,55)/{4,53 — /2.11) 5o/. 5/45; {*0 (6,88/lT )/(2 + j\) 

[b) (21,2 -y21,2)/(3,54 - ;3,54) 6/01 U\ 

( C ) (-7,07 +//.07j/(4,92+y0,868) 2/125° ig) ^ ^ 

{d) (—j45)/(6,36 — /6,36) 5/-45" (A) (-10 +>20) /(2 - yl) 


5o/. 113.5 /92,5° 
5 /2Q° 

15.66/19,7° 

4,53 /111,1° 


5o/. 3,08 /-14,6° 
1.414 /-35° 

0.1/ —53.1° 


10 /143.2° 


4-17 


En cada uno de los casos siguientes hallar el valor de la expresión + z 2 ): 

¿ . ,0 + A - 20/3T M. 7..8/2W M z, = 6 - 72 . Zj = 1 + 7* 




5.5/15,2° 


(d) Zi - 20, z 2 = j40 


17,9/26,6° 

















































Capítulo 5 


Impedancia compleja y notación fasorial 

INTRODUCCION 

El análisis de circuitos en régimen permanente senoidal tiene una gran importancia no solo porque 
las tensiones que suministran los generadores son, muy aproximadamente, funciones senoidales del 
tiempo, sino porque cualquier forma de onda periódica se puede sustituir por un término constante y 
una serie de términos de senos y cosenos. Se trata del método de Fourier de análisis de formas de ondas 
y será objeto de estudio en otro capitulo. 

En el Capítulo 3 se estudiaron muchos circuitos sencillos en los que las tensiones y corrientes eran 
funciones senoidales del tiempo. Sin embargo, hemos visto cómo a pesar de tratarse de circuitos relati¬ 
vamente simples su análisis es muy pesado. Mediante el empleo de la notación fasorial en la representa¬ 
ción de tensiones e intensidades de corriente y el concepto de impedancia compleja de los elementos del 
circuito, el estudio en régimen permanente senoidal se facilita en grado sumo. 


IMPEDANCIA COMPLEJA 


Consideremos al circuito serie RL de la Fig. 5-1 al que se le 
aplica una tensión u(r) = í / m e J “ ir P Según la fórmula de Euler, esta 
función se descompone en un término en seno y otro en coseno, 
F^coscuf -l- jV m seno>/. Aplicando la segunda ley de KirchhóíT a 
la malla o lazo tendremos, 

Ri(t) + = V m e™ 

Esta ecuación diferencial lineal es de primer orden y su solución 
particular es de la forma /(/) = Ke jm . Sustituyendo esta fundón 
de corriente resulta. 



RKe™ + j*LKe™ ~ V m e™ 


de donde K = ^— ! r-r e i(t) ~ La relación entre las funciones de tensión e in- 

R + JuíL R + 

tensidad de corriente pone de manifiesto que la impedancia es un número complejo cuya parte real es 
el valor de R y cuya parte imaginaria es tuL: 


Z = 


v{t) _ Vm 
i(t) 


— R + jwLt 




R jteLt 

Consideremos ahora un circuito serie RC con la misma 
tensión aplicada V ffl e /üíí , como indica la Fig. 5-2, En este caso, 


R i(t) + ™ J i(t) 


dt = V m e™ 


{/) 


Haciendo /(f) = Ke imi y sustituyendo en (/) resulta, 

1 


RKe™ + 


jfoC 


Ke™ = V m e™ 



Fig. 5*2 


43 



















44 


IMPEDANCIA COMPLEJA 


Y NOTACION FASOR1AL 


[CAP. 5 


de donde K — 


R + 1 ¡UC R ~ 3(V*C) 


i(t) - 


R - }{1 UC) 


e iut r p or tanto. 


Z 


V m e 


ítít 


R - j{\UC) 


e m 


R - j(íUC) 


Una vez más observamos cómo la impedancia es un número 
y cuya parte imaginaria es, en este caso, — 1/coC. 

Todo esto indica que los elementos de un circuito se 
pueden expresar mediante su impedancia compleja Z, la 
cual se puede situar directamente sobre el diagrama del 

circuito, como indica la Figura 5-3. 

Ahora bien, como la impedancia es un número com¬ 
plejo se podrá representar por un punto en el plano com¬ 
plejo. Además, como la resistencia óhmica no puede ser 
negativa, solo se precisan el primero y el cuarto cuadrante. 
La representación gráfica correspondiente se llama dia- 
grama dz itnpeduflciüs. (Véase Figura 5-4.) 


complejo cuya parte real es el valor de 



Fig.5-3 


R 


Z 




Fig. 5-4. Diagramas de impedancia 

La resistencia R corresponde a un punto sobre el eje real positivo. Una inductancia o reactancia 
inductíva ^ se representará por un punto del eje imaginario positivo, mientras que una capactanca 
O reactancia capacitiva X c estará representada por un punto sobre el eje imaginario negativo. En genera 
unTimpedancia compleja' Z se encontrará sobre el primero.» e, cuarto cuadrante 
que integren el circuito. El argumento de la forma potar de Z esta comprendido, según lo dicho, entre 

+90° o bien ±r¡2 radianes. 


Ejemplo 1. . 

A un circuito serie RL con R = 5 ohmios y L = 2 mUihenrios se le aplica una tensión v = 150 sen 50C0r vol- 

= I» «i Pot -o, * - S + ,0. En forma poiar. 



Fig. 5-5 


Ejemplo 2. 

A un circuito serie RC con R = 20 ohmios, C = 5 microfaradios, se le aplica una tensión o 
voltios. (Véase Fig. 5-6.) Hallar su impedancia compleja Z. 


150 eos 10.000/ 


La reactancia 


1 1 

capacitiva es = -- = j 0 000(5 * Kr^j 


=rr 20 O; por tanto, 


Z = 20 - j2 0. En forma 


polar, Z — 28.3 /-45! . 
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Fig. 5-6 


En todos los circuitos, excepto en aquellos que solo contienen elementos resistivos puros, la im- 
pedancia es una función de la pulsación tu, ya que tanto X L como X c son funciones de w. Por ello, cual¬ 
quier impedancia compleja solo es válida para aquella frecuencia a la que fue calculada. 


NOTACION FASORIAL 

Consideremos la función/(/) - r e j<0 '. Representa un número complejo que depende del tiempo /. 
Sin embargo, su módulo e$ constante e igual a r. Haciendo una representación gráfica en los instantes 
/ = 0,7i/4ci> y n¡2a>, como indica la Fig. 5-7, se pone de manifiesto la naturaleza de la citada función. 




Fig. 5-7. Función r e*** 

En efecto, para co constante, el segmento gira en sentido contrarío al de las agujas del reloj con ve¬ 
locidad angular constante. Si observamos las proyecciones de este segmento giratorio sobre los ejes 
real e imaginario, veremos que coinciden con los términos coseno y seno, respectivamente, de e 1 ** dados 
por la fórmula de Euler. 



Función seno 




Fig. 5-8 
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[MPEDANC1A COMPLEJA Y NOTACION FASORIAL 


[CAP. 5 


En el Capítulo 3 vimos que por un circuito serie RL al que se le aplica una tensión t> — V m sen cot 
voltios circula una corriente, ( = sen (cüí — 0) amperios, que está retrasada un ángulo & respecto 
de la tensión, siendo 0 = are tg {tuL/R). Este ángulo de fase depende de las constantes del circuito y 
de la frecuencia de la tensión aplicada, pero nunca puede ser mayor de 90° o n¡2 radianes. En la Fig. 5-9(6) 
se han representado tas formas de onda de u e i su función de coi. En la Fig. 5-9(¿i) se muestran un par 
de segmentos dirigidos que giran en el plano complejo en sentido contrario al de las agujas del reloj con 
velocidad angular constante tu. Como los dos tienen la misma velocidad, el ángulo que forman, o fase, 
permanece constante. Además, por el sentido de giro se deduce que la corriente está retrasada respecto 
de la tensión un ángulo 0. 



Fig. 5-9 


Las proyecciones del segmento giratorio sobre el eje imaginario son, exactamente, las funciones 
representadas. Esto se deduce de la fórmula de Euler, ya que la parte imaginaria de la función expo¬ 
nencial es ta función seno. . . . . 

Consideremos una función de tensión general v = V m e J( ® l+, \ siendo a la fase inicial de la misma, 
es decir, en el instante inicial / = 0. Apliquemos esta tensión a un circuito de impedancia Z = zt , 
{ — n/2 ^ 9 ^ n/2), En estas condiciones, la intensidad de corriente viene dada por: 


{Vme ilut + ai )/(ze ¡> ) = (V m /z)eJ ( “‘es decir, 


cuJ + a *■— 


Vm e i<ÍJl + tí) 


ze 


3$ 


( 1 ) 


Esta ecuación pertenece al dominio del tiempo , ya que éste aparece explícitamente en las expresiones 
de la comente y de la tensión. A continuación, vamos a hacer dos cambios en dicha ecuación para re¬ 
presentar los/ajore.?. En primer lugar, multipliquemos la igualdad por e~ jwr para eliminar el tiempo. 
Después, multipliquémosla por 1/^/2 para obtener los valores eficaces de corriente y tensión. 


, - ■ j wi 


v® 


{Im & 


j{ wí ’f u - 


) - 


g jfa-fl) — 

V? 


I ja - 6 = 


I = 


3" iu ' (Vm e j(wt+ü, \ 


y/2 ^ ' 


V„ m 

(*) 

t/ 2 ze if> 

V[a 

(3) 

z¿8_ 


U) 


[j 


La ecuación (2} es la transformada de la anterior al dominio de la frecuencia. En ella no aparece el 
tiempo. Sin embargo, la variación con el tiempo de la ecuación (/) está bien clara. En la expresión (3), 
los símbolos V e / sin subíndices indican los valores eficaces de la tensión e intensidad de corriente res¬ 
pectivamente, La expresión { 4 ) relaciona, pues, ias magnitudes complejas I, V y Z y como tales deben 
considerarse, esto es, con su módulo y su argumento. Esta última fórmula es el equivalente fasorial de 
la ley de Ohm que, a veces, se llama forma compleja , o forma vectorial, de la ley de Ohm. 
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(o) Dominio del tiempo 


Fig. 5-1Ü 



En la Fig. 5-10(a) se representan, en el plano complejo, las fundones de tensión e intensidad de 
corriente expresadas en forma exponencial. Dicha representación pertenece al dominio del tiempo t, 
el cual aparece explícitamente. En la Fig. 5-10(6) se representan los fasores de tensión e intensidad de 

corriente respectivos. Los módulos son 1/^/2 veces los correspondientes de la Fig. 5-10(a) y no aparece 
el tiempo en forma explícita. Sin embargo, el ángulo 0 y el módulo de la intensidad depende de la fre¬ 
cuencia, razón por la cual diremos que la Fig. 5-10(6) es una representación en el dominio de la frecuencia. 


Problemas resueltos 

5*1 Hacer una representación gráfica de la variación de X L y X c con to en el margen de 400 a 4000 ra¬ 
dianes por segundo. Los valores de L y de C son, respectivamente, 40 milihenrios y 25 microfa- 
radios. 

Dando valores a o) comprendidos en el margen dado y sustituyendo en X L = t¡)L y X c =* 1/cuC, se obtie¬ 
ne la tabla de la Fig. 5-11 (n). En la Fig. 5-11(6) se pueden observar las representaciones gráficas de X L y X c . 



w 

rad/s 

X L 

ohmios 

x c 

ohmios 

400 

16 

100 

800 

32 

60 

1000 

40 

40 

1600 

64 

26 

2000 

80 

20 

3200 

128 

12,5 

4000 

160 

10 


Cualquier circuito con una bobina L, o un condensador C tiene una impedancia que depende de la frecuen¬ 
cia, Así, pues, un diagrama de impedancias construido para una frecuencia dada solo es válido para dicha fre¬ 
cuencia. 

5-2 Construir los diagramas fasoriales y de impedancia y determinar las constantes del circuito para 
la tensión y corriente siguientes: v = 150 sen (5000/ + 45 & ) voltios, i — 3 sen {5000/ — 15 c ) am¬ 
perios. 

El módulo del fasor es 1/^/2 veces el valor máximo. Por tanto, 
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v - “¿45^ - 106/45°, I - - 2.12 /-15 0 


yjl 


Z - 


V 

I 


106/45° 

2,12 /-15‘ 


= 50¿60^ = 25 + j'43,3 




[CAP. 5 


Diagrama fasoriai Diagrama de impedancias 

Fig. 5-12 

La corriente está retrasada respecto de la tensión un ángulo de 60°, lo cual indica que se trata de un circuito 
serie RL, De la ecuación anterior obtenemos caL = 43,3 £1 de donde L = 43,3/5000 = S,6ó mH. Las constan¬ 
tes del circuito son, pues, R = 25 Q y L = 8,66 mH. 


5-3 Construir los diagramas fasoriales y de impedancias y determinar las constantes del circuito para 
la tensión y corriente siguientes: v = 311 sen (2500/ + 170°) voltios, i — 15,5 sen (2500/ - 145°) 
amperios. 


y 


V = 


311 

Va 


/170° = 220 /170° , 


= 15.5 , 


■145° - 11/—145° 


Z = T- = 


V 

I 


220 /170° 
11 /—145° 


= 20 /—45° = 14,14 - /14.14 




Diagrama fasorial 


Fig. 5-13 


Diagrama de impedancias 


La corriente está adelantada respecto de la tensión un ángulo de 45 a , lo cual indica que se trata de un cir¬ 
cuito serie RC. De la ecuación anterior se deduce que X c = 1 /caC = 14,14 O, de donde C = 1/(14,14 x 2500} = 
28,3 n F- Las constantes del circuito son, pues, R = 14,14 ti y C = 28,3 /iF. 


5-4 Un circuito serie de dos elementos, R — 20 ohmios y L = U,02 henrios, 
tiene una impedancia igual a 40/fl ohmios. Hallar el argumento y la fre¬ 
cuencia / en hertzios (Hz) o ciclos por segundo (c.p.s.). 

Impedancia del circuito = 20 + jX L = 4OI0. 

De la Fig. 5-14, Q = eos -1 20/40 = 60°; por tanto, 

X L = 40 sen 60° = 34,6 fi 

iV 34 6 

Ahora bien, ^ = = 2n fL, con lo que/= - = 275 Hz (o c.p.s.) 
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5-5 A un circuito serie con R = 10 ohmios y C — 50 micro faradios se le aplica una tensión cuya fre¬ 
cuencia es tal que la corriente adelanta 30° respecto de la tensión. ¿A qué frecuencia la corriente 
estarla adelantada 70° ? 

En la Fig. 5-15, tg -30° - ~X C JIQ = -0,576 o bien X Cl = 5,76 íl. 

Ahora bien, como X Cl = \jlnfxC y 

fx = 2nCX Cl = 2je(50 x 10" 6 F)(5J6jñ¡) = 553 HZ ( ° C ' P ' S ' ) 

Con la nueva frecuencia/ 2 la corriente debe estar adelantada 70°. Ahora 
bien, tg -70° = -.Y Cl /lÜ = -2,74, con lo cual X C} = 27,4 £2. Enton¬ 
ces, coino/i//, = X c JX Cj resulta/ 2 /553 = 5,76/27,4, de donde/ 2 = 116 Hz 
(o c.p.s.}. 

Debido a que X c es inversamente proporcional a (o, el circuito serie RC 
tendrá un ángulo de fase tanto mayor cuanto menor sea la frecuencia. 

5-6 Siendo f = 500 hertzios, determinar el elemento simple que en 
serie, con una resistencia R = 25 ohmios, origina un retraso de 
la corriente respecto de la tensión de 20°. Repetir el problema con 
un adelanto de 20°. 

Un retraso de 20° requiere una reactancia inductiva X L en serie con R, 

Además, la reactancia capacitiva X c que origina un addanto de 20° tendrá 
el mismo valor óhmico que A/. 

Para el retraso de corriente, tg 20° = XJ25 o bien X L = 9,1 Q. Enton¬ 
ces, L = XJ2%f = 9,1/2ti( 500) = 2,9 mH. 

Para el adelanto de corriente, C — 1/2 n/X c = 1/2ti(500J(9,1} = 35 fiF. 

5-7 Un circuito serie con R = 25 ohmios y L - 0,01 henrios se utiliza con frecuencia de 100, 500 y 
1000 hertzios. Calcular la impedancia del circuito Z para cada una de ellas. 

Para / = 100 Hz, X L = 2nfL = 2ít(100){0,0l) — 6,28 Q. Análogamente, para /= 500 Hz, X L = 31,4 Q 
y para / = 1000 Hz, X L = 62,8 íí. Los valores de Z correspondientes se pueden observar en la Figura 5-17, 




Fig, 5-lfi 





/ = 100 / = 500 / = 1000 

Z = 25 + j'6,28 = 25,8 /14,1° Z - 25 + ;31,4 = 40 /51,4° Z = 25 + jG2,8 = 67,7 /68,3° 

Fig. 5-17 

5-8 A un circuito serie con R — 10 ohmios y C = 40 micro faradios se le aplica una tensión v — 500 
eos (2500r — 20°} voltios. Hallar la intensidad de corriente i que circula por él. 


X c ~ 1/coC = 1/2500(40 x 10 " b ) = 10 ft y la impedancia compleja 
Z = 10 — ylO = 10„/ 2/—45° . La tensión en notación fasorial es V = 
(500A/2) /-20°. Entonces, 


e 


(500A/2) /-20 o 
(10 V^) /-45° 


26/26° 


i = 25\/2 coa(2500t+ 26°) 



El diagrama fasorial de la Fig. 5-18 nos dice que la intensidad de corrien¬ 
te I adelanta a la tensión V en la impedancia, en un ángulo de 45°. 


Fig. 5-18 
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[CAP. 5 


5-9 


A un circuito serie con R = 8 ohmios y L — 0,02 henrios se le a phc a 
una tensión v = 283 sen (300; + 90°) voltios. Hallar la intensidad de 

corriente i que circula por él. 

X u = o)L = 300(0,02) = 6fl, Z = 8 +jS =* 1 0/36,9° , y V = (283/^2)/90° = 
200/90°. Entonces, 


200/90° 

10 /36,9° 


20 /63,1° 


V, 



5-10 


5-11 


5-12 


e i " 20^2 sen (300t + 63,1°) 

En un circuito serie con R = 5 ohmios y L ~ 0,03 henrios la corriente 
retrasa 80° respecto de la tensión. Calcular la frecuencia de la tiente y 
la impedancia compleja Z del circuito. 



De la Fig. 5*20, X L ~ 5 ig 80' — 28,4 íi. Como X L 
28,4/2n(0,Q3) = 151 Hz. La impedancia compleja es Z = 


= 2 n/L, f = X¡j2tlL - 
5 + j28,4 = 28,8/80" Q. 


Fíg.5-20 


Un condensador de 25 mícrofaradios de capacidad está unido en sene 
con una resistencia R a una frecuencia de 60 hertzios. La comente que 
circula por ellos está adelantada 45" respecto de la tensión aplicada. 

Hallar el valor de R- 

v __ [ = _J_. = 106 fi. Como el ángulo de fase es 45°, 

Ac 2 n/C 2n(60)(25 x 10“ 6 ) 



R = X c = 106 Q. 

A un circuito serie con * = 8 ohmios y L = 0,06 henrios se le aplica una tensii ¡no,- W « 
{200; + 30°) voltios. A continuación, se le aplica una segunda tensión i 2 , f 

voltios en lugar de la primera. Hallar el valor de la intensidad t para cada una de las (denles y 

construir los diagramas fasoriales correspondientes. 


(a) Con la tensión aplicada t\, 

X L - coL - 200(0,06) =12 y Z, = R + }Xl - s + 7*2 - 


Como V, = (70,7/^2^30° - 50/30°, 
V! 50/30° 

11 = 7~ 14,4 /56,3 : 


= 3.47 / — 26,3° e 


í! = 3,47^2 (sen 200í - 26,3°) 


(¿) Con la tensión aplicada l ; 2 , 


X l = ü>L= 300(0,06) = 18 
Como V 2 ~ 5 0/30° , 


I 2 


Yl ^ J?¿=L. = 2,54/-36° 
Z 2 19.7/66° 



y X 2 = 8 + j 18 = 19,7/661 
e i 2 = 2,54 v /2 sen (300í - 36°) 



Fig.5-22 


Diagrama facería!, w — 300 
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5-13 Mediante el diagrama fasorial hallar Ja suma de las intensidades de corriente — 14 14 sen 
\üit + 13,2 ) amperios e i 2 = 8,95 sen (coi + 121,6°) amperios de la Figura 5-23. 


I ] { 14 , 14 / V ^)¿ 13 , 2 ° - 10 / 13 , 2 ° = 9,73 + ¿ 2,28 

h = ( 8 , 95/\/2 ) / 121 , 6 o = 6 , 33 / 121 , 6 ° = - 3,32 + ¿ 5,39 

*1 + 12 = 6,41 + ¿ 7,67 - 10 / 50 ° 

Por tamo, ¿j + i 2 = 10V2 sen M + 50°). 





Fig.5*23 


Fig, 5-24 


Fig. 5*25 


5-14 Hallar la diferencia i t — i 2 siendo i t = 50 eos (cot + 75°) amperios e i 2 = 35,4 eos (cot + 120°) 
amperios en la Figura 5-24, 


*i = (60A/2 ) /75° - 35.4/75° = 9,16 + ¿ 34,3 

I a = <35,4A/2 )/120 0 = 25 /120° = -12,6 + ¿21,7 

*1 - I 3 “ 21,7 + ¿12,5 = 26/30° 

Por tanto, ¿! - ^ = 25^2 coa (ut + 30°), 

5-15 Hallar la suma de las intensidades de corriente í x = 32,6 sen (cot - 145°) amperios, i 2 = 32,6 sen 
(toí - 25°) amperios e / 3 = 32,6 sen (oí/ + 95°) amperios. 

*i ~ (32,6/y/2) /-145 Q = 23 /-145° = -18,8-/13,2 

h = ( 32 , 6 / 1/2 ) /—25° = 23 /—25° = 20,8- ¿9,71 

I 3 - (32,6/V2)/95° - 23 /95° = -2 +¿23 

Ij + Ia + Ia = A,09 


En los límites de precisión de la regla de cálculo la suma anterior es cero. El diagrama fasorial de la Figu¬ 
ra 5 25 muestra Que las tres corrientes están defasadas 120° entre sí. Esto, junto con la igualdad de sus módulos, 
da como resultado una suma nula. 


5-16 Hallar la suma de las tensiones v 2 = 126,5 sen (cot + 63,4°) voltios y v 2 - 44,7 eos (cor - 161,5°) 
voltios, y expresarla mediante una función seno y, luego, por una función coseno. 

Transformando v 2 en una función seno, v 2 = 44,7 sen (wr - 161,5 C + 90 a ) = 44,7 sen (cot - 7l,5 ü ). 
Ahora bien, 

V t - (126,5/1/2) 763,4° = 89,5 /63.4° = 40 + ¿80 
V 2 = (44/7/V2) /—71,5° = 31,6 /—71,5° “ 10 - ¿30 

V, + V a = 50+ ¿50 - 501/2/45° 

y tfj + = 100 sen( u í + 45°). 

O bien como sen* = coa (a: -90°), v x + v 2 = 100 eos («í - 45°), 
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5-17 Expresar cada una de las siguientes tensiones (voltios) en notación fasorial y construir el diagrama 
correspondiente, = 212 sen {at + 45°), v 2 — 141^4 sen {col — 90°), t' 3 = 127,3 eos (coi + 30°), 
= 85 eos (qji — 45°), ü 5 = 141,4 sen (a>r % 180°). 


En primer lugar, debemos expresar todas las tensiones mediante idén¬ 
tica función, seno o coseno, para poder realizar la representación fasorial 
en un mismo diagrama. Transformando y v 4 en funciones seno: 
i> 3 = 127,3 sen (mí + 120°), t> 4 = 85 sen {<ot + 45°). 


Vi 

V a 

V s 

V 4 

V 9 


= (212/)/4E° 

= (141,4/72 ) /-90° 
= (127.3/72) /120° 
= (85/Vg)/45° 

= (141.4/72 ) /180° 


- 150/45° 

" 100 /- 90 0 

- 90 /120° 

= 60 /46° 

= 100 /180° 



Fig.5-26 


Problemas propuestos 

En los Problemas 5-18 a 5-22 dibujar los diagramas fasorial y de impedancias y determinar las constantes de los 


circuitos serie suponiendo que contienen dos elementos (tensiones en 

voltios e 

intensidades en amperios). 

5-18 

a = 283 eos (800/ + 150°), 

i = 11,3 eos (800/ + i40% 

Sol . 

R = 24,6 íl, L = 5,43 raH 

5-19 

y — 50 sen (2000/ - 25°), 

i - 8 sen (2000/ + 5%, 

Sol. 

R - 5,41 Í2, C *= 160 fiF 

5-20 

y = 10 eos (5000/ - 160°), 

i = 1,333 eos (5000/ - 73,82°). 

Sol. 

R = 0,5 ft, C = 26,7 pF 

5-21 

v = 80 sen (1000/ + 45°), 

/ = 8 eos {1000/ — 90°). 

Sol. 

R - 7,07 a, L = 7,07 mH 

5-22 

v = 424 eos (2000/ + 30°), 

i = 28,3 eos (2000/ + 83,2% 

Sol. 

R = 9 íi, C = 41,6 /íF 


5-23 Un circuito serie se compone de una resistencia R = 8 ohmios y de un condensador de capacidad C = 30 mi- 
crofaradios, ¿A qué frecuencia la corriente adelanta un ángulo de 30° a la tensión? Sol. f = 1155 Hz, 

5-24 En un circuito serie RL ía autoinducción es L = 21,2 milihenrios. A la frecuencia de 60 hertzios la corriente está 
retrasada 53,1° respecto de la tensión. Calcular el valor de R, Sol. R = 6 íi. 

5-25 A un circuito serie de dos elementos se le aplica una tensión V = 240 /Q a voltios y por él circula .una corriente 
I = S O/—60° amperios. Hallar el fusor de la intensidad de comente que resultaría aplicando la misma tensión, 
pero se redujera la resistencia del circuito en un (a) 60 %, (b) 30% de su valor. 

Sol. (o) 54,7/ -70,85° A; (ó) 57.1 /-80.15° A. 

5-26 La tensión y la intensidad de corriente en un circuito serie de dos elementos son V = 150 /— 120 ° voltios e 
I = 7,5 /—90° amperios. ¿En qué tanto por ciento debe variar la resistencia para que el fasor de corriente valga 
12 amperios y cuál es el ángulo asociado a esta corriente? Sol. 56,8 % en disminución; /—66,8°. 

5-27 El ángulo de fase de la impedancia de un circuito serie RC con R — 10 ohmios vale -45° a una frecuencia^ = 
500 hertzios. Hallar la frecuencia a la que el módulo de Ja impedancia es (o) el doble que el valor de/ ( , (6) la 
mitad que el valor de /j. 

Sol. (u) 189 Hz; (¿>) No es posible, ya que el límite inferior de Z es 10 + jO. 

5-28. El ángulo de fase de la impedancia de un circuito serie RL, con R = 10 ohmios, vale 30° a una frecuencia f x = 
100 hertzios. ¿A qué frecuencia el módulo de la impedancia es el doble que el valor de/ t ? Sol. 360 Hz. 

5-29 En un circuito serie de dos elementos con R = 5 ohmios la corriente está retrasada 75° respecto de la tensión 
aplicada a una frecuencia de 60 hertzios, (a) Determinar el segundo elemento del circuito, {b) Hallar 
el ángulo de fase que resulta para el tercer armónico/= J80 hertzios, Sol. (o) 0,0496 H; (b) $ — 84,88°, 

5-30 Un circuito serie consta de una resistencia R = 5 ohmios y un condensador de capacidad C = 50 microfara- 
dios. En el mismo instante se le aplican dos fuentes de tensión, = 170 eos (1000/ + 20°) y v 2 = 170 eos 
(2000/ -f- 20°) voltios. Hallar la intensidad de la corriente que suministra cada una de las fuentes. 

Sol. i t = 8,25 eos f 1000/ + 95.95°) A; i 2 = 15,2 eos (2000/ + 83,4°) A. 

















CAP. 5] 
5-31 


IMPEDANCIA COMPLEJA Y NOTACION FASORIAL 


53 


f = 4 747-r 6 6 6” ™ C oe™ s e !Ta “ na tCn5,Ó “ \ = 150 ¿^1 voltios , circula una intensidad 

m . \ í -5i2_ amperios para cu - 2000 radianes por segundo. Con una segunda fuente de tensión d án 

Ü 385^ad"s COmentC y lenSÍÓn “ dC ^ Ca ' C “ ,ar la Pulsació " “ de «ta segunda fuente 
En el Problema 5-31, ¿qué variación en la frecuencia de la fuente daría lugar a un famr ¡nt^.vioa a 

““=í r rsrri'ea.’? ,r»isrj.r:,? -»—*«*« 

Sol, 86,6 sen (cor + 60°); 61,2 V. 

Hallar la suma de las tensiones (voltios) de la Fig. 5-28,-= 35 sen (c ot + 45°), r 2 = 100 sen (coi - 30*1 Elegir 
como sentido positivo para !a suma el de v t . Sol 97 sen (iot + 129,6°) g 

5-35 Repetir eí Problema 5-34 tomando como positivo el sentido de v 2 . 


5-32 


5-33 


5-34 



Sol. 114 sen (coi - 12,75 a ). 



"I 


vj_ [) 0 

Vtj 



Fig.5-27 


5-36 

5-37 

5-38 


Fig. 5-28 


Fi S- 5 -29 Fig. 5-30 

Determinar la lectura de un voltímetro en los bornes de las impedancias de la Fig. 5-29 cuando las caídas de 

‘“ürss r " i = ■ “ ( °" + 300,1 *- 2m sen <“ +,2 °°* «. - i 4 ?h°cs 30^) 

En la Fig, 5-30 hallar el valor de v t siendo las otras tensiones t? 2 = 31,6 eos (cor + 73 4°) y Vt = 20 eos Uní 3s c i 
voltios. 5o/. t?t 3= 42,4 eos (wt - 80°) V. f r 2Ucos (cüí ~ 35 > 

r J aS ieCtura . s de u . n voítínielro a PÜcado a cada una de las impedancias del Problema 5-37 y a ambas 
a la vez. ¿Como puede explicarse este resultado? Sol. V, = 30 V; V 2 = 22,4 V; V T = 14 J4 V S 

W * ?“ C ™ nar la lectura dd amperímetro de la Fig. 5-31 siendo las dos intensidades dé corriente i, = 14 14 sen 
(tu/ - 20°) e Í 3 = 7,07 sen (tu/ + 60°) amperios. Sol. 11,9 A. 

540 Hallar el valor de Í T en la Fig. 5-32 siendo las intensidades de corriente ij = 14,14 sen (íuí + 45") i 2 = 14 14 
sen (cu/ - 75°), l 3 = 14,14 sen (tur - 195°) amperios. Sol. i T = 0. * 


- 0 - 


ir 

it- 



FÍÍ - 5 ‘ 31 F¡ *'5-32 fig. 5-33 Fig. 5-34 

SAI Hallar el ftsor intensidad de corriente I, en la dirección indicada en el diagrama de la Fig. 5-33 sabiendo que 
l { ~ ¿:>¿7U_ e l 2 = 25 /- 170° amperios. Sol. I 3 = 25 ¿~ 50° A. 

542 Hallar la corriente ¡ 3 y la lectura del amperímetro de la Fig. 5-34 siendo las otras intensidades i r = 13 2 sen 
(tu/ - 3H e i, = 3,54 sen (tur + 20°) amperios, Sol. i* = 11,3 sen (m - 45") 8 A 

Para una frecuencia dada y con elementos fijos en un circuito el valor de la impedancia corresponde a un punto 
en el diagrama de impedancias. Sin embargo, si un demento o la frecuencia son variables resulta un lugar geo¬ 
métrico de impedancias en vez de un único punto. Discutir qué variable produce los lugares geométricos de im- 
pedancias en cada una de las siguientes figuras. 
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Fig.5-35 

















































Capítulo 6 


Circuitos serie y paralelo 


INTRODUCCION 

Un circuito contiene, en general, elementos en serie y elementos en paralelo. Sin embargo, en este 
capítulo trataremos por separado unos circuitos de otros examinando los diferentes métodos de análisis. 
En los problemas de este capítulo y los siguientes tos circuitos son combinaciones en serie y en paralelo. 

CIRCUITO SERIE 

El circuito serie de la Fig. 6-1 se compone de una fuente de tensión y tres impedancias. La fuente de 
tensión se supone constante y es la encargada de mantener la diferencia de potencial necesaria en el 
circuito. El fasor intensidad de corriente I al circular por las distintas impedancias produce unas-dife¬ 
rencias de potencial en bornes de cada :.na de ellas que representan unas caídas de tensión . La segunda 
ley de KirchhofT establece que en toda malla o circuito cerrado la suma de las fuerzas electromotrices apli¬ 
cadas o subidas de tensión es igual a la suma de ¡as caídas de tensión producidas . Esta sencilla ley propor¬ 
ciona la solución de todo circuito serie. 


Subida 
de tensión 



Caídas 
de tensión 


Fig. 6-1. Circuito serie 


v = V, 4 V, + V 3 = Z,I + Z 2 I + Z 3 I - (Zj + Z 2 + Z 3 )I = Z cq I 

de donde, 

I = V/Z eq y Z C£J = Z, + Z 2 + Z 3 

La caída de tensión en un elemento viene dada por el producto de la impedancia compleja Z por 
el fasor intensidad de corriente I. Asi, en el circuito de la Fig. 6-1, V x = ZJ, V 2 — Z 2 I y V 3 — Z 3 I. 
Las flechas marcan el sentido de referencia de estas tensiones de manera que el punto o terminal por 
donde entra el fasor intensidad está a más potencial que por donde sale. {Caída de tensión.) 

La impedancia equivalente Z eq de un número cualquiera de impedancias en serie es la suma de las 
impedancias individuales, es decir, Z eq = (Z 3 + Z 2 + Z 3 + ...). Estas impedancias son números 
complejos y su suma conviene hacerla expresando las impedancias en forma binómica. 

Ejemplo 1. 

En el circuito serie de la Fig. 6-2 hallar e 1. Demostrar que 
la suma de las caídas de tensión es igual al fasor tensión aplicado, 

Z e q = + Z 2 + Z 3 — 4 + j3 — j6 

“ 4 - j'3 = 5 /—36,9° Fig. 6-2 


Z, 



Zt 
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con lo que 



100 / 0 ° 

5 /-36,9° 


20 /36,9° 


Entonces, 

y 


V, - Z t I _ 20 /36,9° (4) = 80 /36,9° , V 2 ~ 60 /126,9° , 

y i + V 4 + V a - (64 + ;48) + (-36 + /48) + (72 - j‘96) = 


V 3 - 120 /—53,1° 
100 + }0 = V 


como se indica gráficamente en el diagrama fasorial de tensiones de la Figura 6-30). 

j 


jS 




4 

4-;3 

-;6 

I 

V 



la) Diagrama de impedandas (*J Diagrama fasorial VI (ej Diagrama fasonal de tensiones 

Fig. 6-3 

, ^ , im Ífíf nCia eí)ulvalente es ca P UC) tiva, por lo que la corriente I que circula por ella está adelantada un 

ángulo de 36,9 respecto de la tensión V, como indica la Fig. 6-30). Obsérvese que V n que es la caída de tensión en 
Ja resistencia óhmica pura, está en fase con la corriente. La intensidad I está retrasada 90 a respecto de V, oero 
esta adelantada 9Ü D respecto de V 3 . 2i ^ 

<m J? c ^ táramos un voltímetro en bornes de cada una de las impedancias Z„ Z 2 y Z 2 indicaría los valores 
, 60 y 120 voltios, respectivamente. A primera vista pudiera pensarse que la tensión total debería ser 260 vol- 
tíos. Sin embargo, el voltímetro conectado a las tres impedancias índica 100 voltios. Debe recordarse a este res¬ 
pecto que en el análisis en régimen permanente senoidal todas las tensiones e intensidades de corriente son fasores 
y, como tales, deben sumarse vectorialmente. 


CIRCUITO PARALELO 


n a íg 6-40} se muestra una fuente de tensión aplicada a una asociación en paralelo de tres 
impedancias. En la Fig. 6-4(6) se repite el esquema del circuito para hacer resaltar el hecho de que la 
fuente y las impedancias solo tienen dos nudos comunes. En cualquiera de ellos podemos aplicar la 
primera ley de KirchhofF, es decir, la suma de las intensidades de corriente que entran en un nudo es igual 
a la suma de las intensidades que salen de él. 5 



La tensión constante que suministra la fuente aparece directamente en cada una de las ramas de 

las impedancias. Por tanto, en este caso podemos obtener, independientemente, las intensidades de 
comente que circulan por cada rama. 


Ir - h + h + h - V/Z, + V/Z 2 + V/Z 3 = V(l/Z( + 1/Z 2 + 1/Z 3 ) = Y/Z^ 


Por tanto, I r = y/Zeq 

Es decir, la impedancia equivalente de 
dada por 


y 1 /Zhj — (I//i 4- 1 /Z 2 + 1/Za) 

un número cualquiera de impedancias en paralelo viene 


1/Zqq — 1/Zi + 1/Z 2 + I/Z 3 + * ■ • 
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Ejemplo 2. 

Hallar la impedancia equivalente y la intensidad to¬ 
tal en el circuito de la Fig. 6-5; representar el diagrama 
fasorial correspondiente a Ve I, 


Í T 


Ii + I a + I 3 

50/0° 60/0? 50/0? 

~K¡ h 5 /53,1° + 10 /—36,9° 

15 - ;5 = 15.8 /-18,45° 



Fíg, 6-5 


Entonces, = V/I r = (50/0° )/(15,8 /-18,45 o ) = 3.16 /18,45° = 3 + jl 

e Ii = 50/0? /10 = 5/0?, 1 2 - 10 /—53.1° . I 3 = 5 /36,9° 



(o) Diagrama fasoriai Vi \bi Suma o resultante de f asores intensidad (í ) Circuito equivalente ■ 

Fig. 6-6 


CIRCUITO DE DOS RAMAS EN PARALELO 

En la práctica es muy frecuente encontrarse con circuitos a base de dos impedancias en paralelo, 
razón por la cual merece la pena dedicarle un estudio independiente. Las impedancias X x y Z 2 de la 
Fig. 6-7(a) tienen aplicada una tensión V. La impedancia equivalente viene dada por 1/Z e<l = 1/Z 1 
+ 1/Z 2 o bien Z eq = Z 1 Z 2 /(Z 1 + Z 2 ). 



, 1 

1 <*> 1 

__ 1 

,T 'i 




t 

|z. S 

Zi V 

1 

_ 

j l 


_ I 


Fig, 6-7. Circuito paralelo de dos ramas 


Z,Z, 
Z. + % 


( z z \ 

en ^ = 

de corriente por cada rama se obtienen, 



ADMITANCIA 

El recíproco de la impedancia compleja Z se 
llama admitancia compleja, es decir, Y — 1/Z, 
Como Z = V/I, Y = I/V. La admitancia Y se ex¬ 
presa en (ohmios )~ l o bien mhos cuyo símbolo 
es U. El concepto de admitancia está asociado al 
circuito paralelo, como se indica en la Figura 6-8. 

Ir = Ii + la + I* = Y > V + + V 3 V 

== (Y, + Y 3 + Y 3 )V - Y e ,V 


Zjlj y V — Z 2 I 2 y despejando las intensidades 



V 



Y, 


Fig, 6-8. 


i V tq - Y, + Y 2 + Y 3 

Es decir, la admitancia equivalente de un numera cualquiera de admitancias en paralelo es la suma de 
las admitancias individuales. 
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En forma binómica, Z — R ± jX . El signo positivo indica una reactancia inductiva X L = cdL 
y el signo negativo corresponde a una reactancia capacitiva X c - 1/wC. 

Análogamente, Y = G ± jB en donde G se llama conductancia y B recibe el nombre de susceptancia. 
El signo positivo indica una susceptancia capacitiva B c y el signo negativo el de una susceptancia in¬ 
ductiva B l . 

Consideremos un fasor de tensión general V y la intensidad de corriente I a que da lugar. La co¬ 
rriente I puede estar adelantada, retrasada o en fase con V, pero, en cualquier caso, el ángulo entre ambas 
no puede exceder de 90°. Por consiguiente, se presentan tres casos: 

1,° Los fasores intensidad de corriente y tensión están en fase, como indica la Figura 6-9, 



V = I = 
Fig. 6-9 


lmpedancta 

Z = V¿¿f¡¿± = Z ¿= R 



En la hipótesis de que la impcdancia 
del circuito se reduzca a una resis¬ 
tencia pura R (ohmios). 


Admitancia 

Y - IfajV¿± = Y i 0_° - G 



En la hipótesis de que la admitancia 
de] circuito se reduzca a una conduc¬ 
tancia pura G (ohmios). 


2.° El fasor intensidad de 
dica la Figura 6-10. 



V - V¿±, 1-f /*-J 
Fig. 6-10 


corriente está retrasado un ángulo 
Impedancia 

Z = 

= Z Í6 ” R "h jX^ 



En ta hipótesis de que ta impedancia 
del circuito se reduzca a una resis¬ 
tencia en serie con una reactancia 
inductiva. 


respecto del de tensión, como in- 
Admitaiicia 

Y = //» ~ f fVU 
= Y ÍZt = G “ jB L 



En la hipótesis de que Ja admitancia 
del circuito se reduzca a una conduc¬ 
tancia en paralelo con una suscep¬ 
tancia inductiva. 


3.° El fasor intensidad de corriente está adelantado un ángulo 0 respecto del de tensión, como 
indica la Figura 6-11. 


íropedancla 


Ad mi tandil 



V = V¿± t I =¡lí±9 

Fig. 6-11 


Z 


= Vl±jlL±±* 


= = R ~ }*c 

‘VWVA-1 



En la hipótesis de queja impedancia 
del circuito se reduzca a una resis¬ 
tencia en serie con una reactancia 
capacitiva. 


Y = J /0 + » ¡VU 

= y ti = o + íb c 



En la hipótesis de que la admitancia 
del circuito se reduzca a una conduc¬ 
tancia en paralelo con una suscep¬ 
tancia capacitiva. 


CONVERSION ZY 


En forma polar, es muy fácil convertir Z en Y, y viceversa, ya que Y = 1/Z. Sin embargo, a veces 
es necesario utilizar las relaciones entre las componentes rectangulares de la forma binómica, como 
vamos a ver a continuación. 


G+jB 


Y = 1/Z 

1 R - jX 

R + jX R 2 + X' 2 


R + jX 


Z = 1/Y 

1 G-jB 
G + jB G' ¿ + B 2 


G = 


R 

R ¿ + X 2 


y 


B = 


-X 

R 2 + X 2 


G 

~ G 2 + B 2 


y x - 


-B 

G* + B 2 
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Ejemplo 3. 

Dada la impedancia Z = 3 + >4 ohmios, hallar la admitancia correspondiente Y. 

Y = t/Z = 1/5 /53,1° = 0,2 /-53,1° = 0,12 ->0,16 
de donde la conductancia G = 0,12 U y la susceptancia inductiva B = 0,16 O. 

Otro método. 

G = R/{R 1 + Y 2 ) = 3/(9 4 16) = 0,12 y B= -X{R 2 + X 2 ) = -4/25 = -0,16. Por tanto, Y = 0,12 ->0,16 

Problemas resueltos 

6-1 Las impedancias Z v y Z 2 de la Fig. 6-12 están en serie con una fuente de tensión V = 100/01. Hallar 
las caídas de tensión en cada una de ellas y el diagrama fasonal correspondiente. 


100 / 0 ° 



= Zj 4- Z 2 = lo 4 - (2 4 - >4} = 12 4 - >4 = 12,65 /18,45° 
Por tanto, 


V 

1 = Z« = 12,65/18,45 


100 / 0 ° 

iras - 7.9/-1M5*. 


se 


Vj = ZJ = 7,9 /'-18,45° (10) = 79 /-18,45° = 74,9 - j25 

Vj - Z 2 I ■ (7,9 /-18,45° 1(4,47 /63,4° ) - 35,3/45° = 25 + >25 

La suma de caldas de tensiones V, + V, - (74,9 - fiS) + <25 + /1S) - 99,9 + JO * 100/r = V, como 
indica gráficamente en el diagrama fasorial de la Figura 6-13. 


6-2 


6-3 


Hallar la impedancia Zj en el circuito serie de la 
Figura 6-14. 

V 50/45° 

En este circuito, Z«j = -y = 2 5/—"i5° = ^^0° ~ 
10 4- >17,3. Como Z n - Z l + Z 2 , 

10 + >17,3 = (5 + >8) + Z 2 y Z 2 = 5 4 >9,3 



En el circuito de la Fig. 6-15, la intensidad de corriente está adelantada 63,4° respecto de la tensión 
a la pulsación c o = 400 radianes por segundo. Hallar la resistencia R y la caída de tensión en cada 
elemento del circuito. Trazar el correspondiente diagrama fasonal de tensiones. 



Fig. 6-15 


Fig. 6-16 
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X L = wL = 400(25 x I0~ 3 ) = 10 Q, X c = IftoC = 1/400(50 x lO" 6 ) = 50ííyZ=/f + j{X L — X c ) = 

R -j4 0. Por otra parte, Z = 2 /-63,4 a . Como tg -63,4° = (X L - X c )fR, R = -40/(cg -63,4 a ) = 20 ÍL 

„ V 120/0° 

La impedancia Z = 20 - J40 = 44,7/-63,4 a y Ja intensidad 1 = — = ■ ■ — « 2,68/63,4°. Por 

tamo A - 

\ R = 53,6/63,4°, \ L = 26,8 /153,4° , y V c = 134 / -26,6° 

En el diagrama fasorial de la Fig. 6-16, V* + V L + = V, 


6-4 Para obtener las constantes R y L de una bobina se coloca ésta en serie con una resistencia patrón 
de 10 ohmios y se miden las caídas de tensión en R lt en la bobina y en el circuito serie completo. 
Determinar R y L si los valores obtenidos a la frecuencia de 60 hertzios son V u = 20 voltios 
= 22,4 voltios, V T = 36 voltios. 


Ep la resistencia patrón, la tensión V Xi y la intensidad de co¬ 
rriente I están en fase. Escribiendo V* = 20/0°, se obtiene I = V R JR t 
= 2/T. ~ 

En ta Fig. 6-17, con centro en ei origen del fasor V Rf , trazamos 
un arco de radio igual a 36, y con centro en el extremo de V Jtj un 
arco de radio 22,4. El punto de intersección de ambos corresponde 
al extremo de los fasores V r y de forma que V T = + 

^bobina- 

Mediante el teorema del coseno se deduce el ángulo del fasor V T . 

cosa = (36) 2 + (80)» - (88,4)» = 0 ,831, a = 33j7 o 
2(36){20) 

Es decir, V T - 36 /33,7° = 30 + fl 0, con lo que V^. = V T - V*, 

= 10 + j20 — 22,4/63,4°. La impedancia de la bobina será Z^nu — 

= (10 + m¡2 = 5 + yio, de donde R - 5 fl. 

A la frecuencia de 60 Hz, X L — 2j ifL — 2ti( 60)£ = 10, con lo que L — 26,5 mH. 



6-5 En el circuito paralelo de la Fig. 6-18 hallar las intensidades de corriente en cada rama así como 
Ja intensidad total. Construir el diagrama fasorial correspondiente. Calcular Z eq a partir de V/I 
y comparar el valor obtenido con Z 1 Z 2 /(Z Í + Z 2 ). 



Z| = 3 - ;4 = 5 /—53,1° y Z 2 ~ 10. 

v 50/Q° 

II = Z¡ = 5 /—531° : 

V 50/0° 

I¡ " z¡ “7o~ 

i T 



Por tanto, 
10 /53,1° - 6 -f j8 

5 /0° - 5 


I t + I 2 - 11 -i- j'8 - 13,6/36° 


Z 


«i 


v_ 

I T 


50/Gf 

13,6/36° 


= 3,67 /—36° , 


«q 


Z 1 Z 2 _ 5 /—53,1° (10) 
Z¡ -j- Z¡ “ (3 - ;4) + 10 


50 /—53,1° 
13,6 /—17,1° 


3.67 /—36° 


En la Fig, 6-19 se representa el diagrama fasorial. 
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6-6 Hallar las intensidades de corriente que circulan por cada elemento del circuito semiparalelo de 
la Figura 6-20. 

L& y 


z «* = + = 14+ J ' 2 = UM¿M£ 




h = Y~ - 


ioo¿or 

14,14/8,14 C 


s= 7.07 /-8,14° . Entonces, 


100/0° (^lj 


1,0 = I T = 7.07 /^8,14^ 


i* = it (nW) - '*t*áa(rhs) = wi=i «c 

= < 5 Tm) = 



Fig. 6-20 


6*7 En el circuito paralelo de la Fig. 6-21 los valores eficaces de las intensidades de corriente lis I 2 ® 

18,15 y 30 amperios, respectivamente. Determinar las impedancias desconocidas a y l- 


son 




Fig. 6-21 


Fig. 6-22 


Aplicando la primera ley de Kirchhoff, I, + I 2 -* I T L» intensidad I 2 está en fase con la tensión aplica¬ 
da V. Escribiendo I 3 - 15/0“ resulta V = (4) 15/JT - 60/£. Debido a la reactancia inductiva, la corriente I, 
estará retrasada respecto de la tensión aplicada. Con una construcción idéntica a la del Problema resu ta 
la Fig. 6-22. En este caso, 


eos 


(15) 2 + (18) 2 - gjjg = _ 0 65 de donde a = 130,5° 

2Í15XW) 


V 60/0^ 

Del diagrama I t = 18/ —49,5° . Por tanto, Z t = = 

La impedancia compleja es Y, = \¡R + l/JX L = 1/3.33/49,5° = 0,195 -yO.228. Por consiguiente, 


^P = 5 - ,3Q 


y -L_ = 4 39 n 

“ 0,228 


6-8 


En el circuito serie de la Fig. 6-23 el valor eficaz de la intensidad de corriente es de 5 amperios. ¿Qué 
lecturas indicaría un voltímetro conectado primero a la entrada del circuito y después en cada 
uno de los elementos? 


—MWW- r U$T'—1(— 

2 Í* -;6 

i 



Fig. 6-23 


Fig. 6-24 
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Z, “ 2 +/} -;6 = 2,83 /'—45 c . Por tanto, 

V T = {2,83)(5) = 14,14 V V ¡4 = (4)(5) = 20 V 
v * = (2)(5) = 10 V V_ Jf =* (6){5) = 30 V 

En el diagrama fasorial de la Fig. 6-24 se puede ver la suma de los fasores de tensión en cada elemento 
del circuito. 


6-9 En el circuito paralelo de la Fig. 6-25 un voltí¬ 
metro conectado en bornes de la resistencia de 
3 ohmios indica una lectura de 45 voltios. ¿Qué 
lectura indicará el amperímetro? 

I 2 = 45/3 = 15 A, Suponiendo que el ángulo es 0 o , 
I 2 » 15/0°. Por tanto, V = (3 - /3) 15/0° - 63,6/-45° 
e I t = 63,6 /-457 (5 +72) = 11,8 /-66,8° = 4,64 -710,85. 

[ T = f t + l 3 = (4,64 - y‘10,85) + 15 

= 19,64 - 710,85 = 22,4 /-29° 

La lectura del amperímetro es 22,4 A 



6-10 En el circuito serie-paralelo de la Fig. 6-26 el valor eñcaz 
de la tensión en la asociación en paralelo es de 50 voltios. 
Hallar el módulo de la tensión V correspondiente. 




(20 + j60]}6 
20 + _/60 + /6 


5,52/88,45° = 0,149 + 75,52 


Z„ = 8,5/302 + (0,149 + 75,52) = 12,3 /52,4° 

Ahora bien, V = Z^I y = Z^I, V^Z f — VfZ^. Por tanto, 
V = V f {ZjZ p ) = 50(12,3/5,52) = 111,5 V 


V 




Fig. 6-26 


6*11 Hallar la intensidad total de corriente y la ímpedancia equivalente del circuito de cuatro ramas 
en paralelo representado en la Figura 6-27. 


150/45* 


©I 


i*: 


u: 


> 8 , 66 ; 


Y 1 = l/75 - -70,2 

Yj = 1/10/60^ = 0,05 - 70,0866 
Y 3 = 1/15 = 0,067 

Y + = 1/-710 70,1 

Y„ - 0,117 - 70,1866 = 0,22 /-58° Fig. 6-27 

Por tanto, I T = VY^ = (150/45^ )(0,22 /-58° } = 33 /-13° y Z ?q = I/Y^ = t/(0,22/-58 : ) = 4,55/58" 


— >10 


6-12 Hallar la impedancia Z t del circuito de tres ramas en paralelo representado en la Figura 6-28. 

I r 

La admitancia compleja del circuito es Y^ = ~ = 


31,5/24° 


50/6QD = 0,63 /-36° = 0,51 - 70,37- Ahora bien, Y^ 

- YT+ Y 2 + Y 3 = Y t + (0,1) + (0,16 - jO,l2) = 
0,51 - 70,37, Y, = 0,25 - 70,25 = 0,25^/2 7-45° . 
Por tanto, 

Zj = 1/Y 2 = 272/4^ = 2 +72 

Otro método. 


U = 31 , 6 / 24 ° 
| 60/60° 


10 


I 


>3 


Fig. 6-28 


I r = I t + I 2 + I 3 = I, + —= + J!í= - 31,5/24° , de donde I, = 17.7/tT - Por consiguiente, 


V 50/60! 
“ I, ” 17,7/15° 


10 1 5 /36,9° 

= 2^2/45" = 2+72. 
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6-13 Dado el diagrama fasorial de tensión de la Fig. 6-29 determinar los valores de la admitancia e 
impedancia equivalentes, 

Impedancia equivalente 



V 120/30° 

z = T = 3 /-ÍÜ° ~ 

= 40/45° 

= 28,3 + ¿28.3 


Admitancia equivalente 

, 3/ —15° 

Y — — - -== 


V 120 /30° 

= 0.025 /—45° 

= 0,0177 — _/Q s 0177 


Fig, 6-29 

6-14 Hallar Z eq e Y eq en el circuito serie-paralelo 
de la Figura 6-30, 

Calculemos, en primer lugar, la admitancia equi¬ 
valente de las tres ramas en paralelo y luego la impe- 
dancia correspondiente. 

Y _ 1 4 + ^_ 

Y r- "5 Jl 5 /-53,1° 
con lo que - 0,32 — jO, 34 = 0,467¿_^46,7 



G = 

; 0,0177 


-¿0,0177 


•—/WM— 

2 ¿5 


¿2 


3 

—¿4 ¡ 


6 30 

Z p = 1/Y P = 2,14 /46,7° = 1,47 +¿1,56 lg ' ' 

Por tanto, ' Z„ = (2 + fi) + (1.47 +>1,56) - 3,47 + J6.56 = 7.42/62T 

= 1/(7,42 /62,1° ) = 0,135 /-62,1° = 0,063 -¿0,119 

6-15 Obtener dos circuitos equivalentes al circuito serie-paralelo del p roblema 6-14 con Z e Y 

respectivamente. Hallar las intensidades de comente que circulan por ellos al aplicarles una 

tensión V - 120/0° a cada uno. 



120 / 0 ° 



G = 
0,063 


—¿0,119< 


Fig. 6-31 


{a) Z = 7,42 /62,1° 
120/0 


V 

l= Z = 1 Á 2 / 61 A 


- = 16,2/-62,1° 


(, b) Y = 0,135 ./—62,1° 

*1 = VY = M20/021(0,135 /—62,1 a ) 
= 16,2/—62,1° 


Y p = Y, 


0 k + 1 


Igualando las partes real e imaginaria de las dos admitancias, 

i k, x, = jJ ' wLí 



6.16 Las constantes de una bobina son R, y L, en serie. Hallar las consumes equivalentes en paralelo 
R p y L p) en función de R $ y L t . 

Como la admitancia de los dos circuitos equivalentes de la Fi* * 

gura 6-32 es la misma, 

l I _ — 

~pí~ = *T+~ & s ) 2 + íwL ^ 


■ Rp Lp 


R. (i?,) 2 + JwL f- 


(fi s ) 2 + (u)L f ) 2 


de donde R p = R, + (»L t )VR, y = L,+ RV» 2 L s . 


Fig. 6-32 


TSWT'-—I 
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6-17 Hallar la impedancia equivalente del circuito serie-paralelo representado en la Figura 6-33. 


'«1 


= *i + 
— + 

= [* 


(Jíz 4 juL)fi 3 


= *. + 


+ ywLfíg)[(iÍ2 + R 3 ) — jt*L\ 


I¿2 + R a 4" juL (i ?2 4 J?g) 2 4" (wL) 2 

R 2 R 3 {R2 4 í? 3 ) 4 u^Lt^R 3 + }liLR¡{R2 4 R 3 ) — jwL(RiR 3 ) 

+ + (fc)íí)2 

+ R 2 R 3 4 « 2 L 2 r 


ít 

HM-| 


tf. 


-- 2 1 '‘2**3 ' " " / J , * f 

t T —7TÍ- ; -- tí i*"¡—7" V in - 1 


«Lje| 


[_(J? 2 4 fij) 2 4 ( 


(^4*^4 (u>L) 2 J 
— -f?eq 4 Jwí/^ 

6-18 En el circuito paralelo de la Fig. 6-34 la primera 
rama contiene dos resistencias iguales R en serie y 
la segunda se compone de una resistencia en 
serie con una bobina de autoinducción L variable. 
Obtener la variación de tensión entre los puntos 
A y B al variar el valor de L. 

En la primera rama la intensidad \ Á = V/2R y la ten¬ 
sión en cada resistencia es RI A = |V. 

En la segunda rama, la intensidad es 

Ifi — V/{í? J -j- jwLr) 


«l) 2 3 


R, 


Fig. 6-33 



y la tensión en la bobina, 
V 


Fig. 6-34 


Ipj«L — 


(ííj 4 jtíL) 


(j'uL) 


Teniendo en cuenta las polaridades que se indican en 
la Fig. 6-35, 

Vrf ü = I** " l B U«L) = iV - V 




O'wL) 


Fig. 6-35 


(je, 4 jaL,) 

Racionalizando el segundo término de la expresión anterior y separando las partes real e imaginaria resulta 

V = VÍ7 1 “ 2L2 ^ ,Y “ LR> M 

_\2 fií 4 (uL) 2 / \ií| 4 («£í} 2 /_ 

La expresión entre corchetes es un número complejo que, en forma polar, tendrá un módulo r y una fase <p. 

l/i <h 2 l 2 y i ( uLfii V = * 

T \\2 «f + ( W L) 2 / \i?| 4 (uL) 2 J 2 


<p — are tg 


-vLRJIRI 4 (u>L) 2 ] 


- are tg 




— are tg 


j 2 


£ - 0 2 LV[R¡ 4 («L)í] ° R\ - («L ) 2 e 1 ^ (ujL/fti ) 2 

Asi, pues, el módulo de \ AB es constante, es decir, V AS = $V; ahora bien, como tg 2x = (2 tg x)/(l - tg 2 x) 
y coL/R = tg 6, $ = "28, siendo 6 el ángulo de la impedancia compleja de la segunda rama. 

6-19 En el circuito de la Fig. 6-36 existen dos mallas activas unidas por una resistencia de 10 ohmios. 
Hallar la diferencia de potencial entre los puntos A y B. 

De la Fig. 6-36 se deduce 


1a = 


10/30° 
3 — Ja 

10/Of 
3 4¿4 


10 /30° 
5 /—53,1° 

I0¿0f 

5 /53,1° 


2 /83,1 ° 


- 2 /—53,1 1 


3 


3 | 

•k 

— ) 10/0^ T, ‘ 


C K~ 

j'4 

10 

—;4 j 

•-- * 

— —* 

L—lí—1 


10/30° 


B 


Para calcular necesitamos conocer 
las polaridades de las tensiones en los elemen¬ 
tos como indica la Fig. 6-37. En estas condi¬ 
ciones, 


I 14 > 

i— nÑnr' —i 

B ~~ + Y 


Fig.6-36 
10 

“AWMr 


>r-í* 

]f 


x +ll “ á 


Fig. 6-37 
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Vx* = W4X-U = (—M—2/83,1°) = -8 /-6,9- = -7,94 +^,96 
\ xv - 0 (no circula corriente por la resistencia de 10 íí) 

V™ = (/4)(I B ) = </4)(2/-5MI ) = 8 / 36 ' 9 " = M + 74,8 

Por consiguiente, + V** + V rB = -1,54 + y5,7ó = 5,95 /105° 


6-20 La intensidad de corriente total que circula por el circuito 
de la Fig. 6-38 es í r = 18 /45° amperios. Calcular la diferencia 
de potencial entre los puntos A y B. 

De la Fig. 6-38 se deduce 

14 = (zrh;} T= (*&i) ll8 '^> = 4 - 66 ^ 

e 

>■ = (m>= (íoTíb) ,l8/ ^ ) = 

Las tensiones en la resistencia de 20 fl y en la reactancia j6 son 
V 2Ü = (2Q)I 4 = 93,2 /120° y V J6 = (/6)I fl = 105/120% respectivamente. 

La Fig, 6*39 permite sumar las tensiones con las polaridades co¬ 
rrectas, es decir, 

V ÁI¡ =* ( 93 , 2 / 120 ° > - ( 105 / 120 °) *= 11 , 8 /- 60 ° 




Fig. 6-39 


6-21 Hallar la impedancia equivalente entre los puntos Ay B 
del circuito en puente de la Figura 6-40. 

La asociación en paralelo de Z r y Z 4 está en serie con la 
asociación en paralelo de Z 2 y Z 3 . Por tanto, 

_ ZjZ 4 Z z 2 a 

Z l + Z 4 +Z 2 + Z 3 

_ 600(2000 7-30° } _ 250 /30° (1000} 

500 + 2000 /—30° + 260 /30° + 1000 

= 696 /4,05° 



Problemas propuestos 

6-22 En el circuito serie de la Fig. 6-41 hallar las caídas de tensión en bornes de cada impedancia. Demostrar, me¬ 
diante el diagrama fasorial correspondiente, que la suma V* + V 2 + V 3 es igual a la tensión aplicada 
V = 100/0° voltios. 

Sol. 31,4/20,8° V; 25,1/50,8° V; 62,9 /-29,2° V. 



Z, Zi z, 


Z t Zt z> 


5/30° 4/60° 10/—20° 


3/46° 10 + ¿10 —¿6 

100 /Q° (s 

D! 

v (; 

)i 


Fig. 6-41 Fig. 6-43 


¿_23 En el circuito serie de la Fig. 6-42 hallar la tensión aplicada V sabiendo que la caída de tensión en Z¡ es 
27 /—10° voltios. Sol. 126,5 /-24,6° V. 
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6-24 Tres ímpedancias = 5 + J5, Z 2 = —/8 y Z 3 = 4 ohmios están en serie con una fuente de tensión desco¬ 
nocida V. Hallar los valores de I y de V sabiendo que la caída de tensión en Z 3 es 63,2/18,45° voltios. 

Sol. I = 15,8 /18,45 a A; V = 150/0/ V. 


6-25 Una fuente de tensión V = 25 /180° voltios se conecta a un circuito serie compuesto por una resistencia R fija 
y una reactancia variable. Para un cierto valor de esta reactancia inductiva resulta una corriente I - 11,15/153,4 a 

amperios. En estas condiciones, se ajusta X L para que el retraso de la intensidad respecto de la tensión sea de 
60°. ¿Cuál es el valor eficaz de la intensidad de corriente? Sol. 6,25 A. 

6*26 En el circuito serie de la Fig. 6-43 la caida de tensión en la reactancia J2 ohmios es V j2 = 13,04/15° voltios, 
Hallar el valor de la impedancia Z. Sol. í = 4 Í1 y X c = 15 íi. 


6-27 Un circuito serie está compuesto por una resistencia R = 1 ohmio, una reactancia inductiva ,/A/ = j4 ohmios 
y una tercera impedancia Z. Sabiendo que la tensión aplicada y la intensidad de corriente resultante son 
V = 50/45/ voltios e I = 11,2 /108,4° amperios, respectivamente, determinar el valor de la impedancia descono¬ 
cida Z. Sol . Z = 1 — ;8 Q. 


120 


V = 
/—120 a 





Fig. 6-44 


Fig. 6*45 


6-28 Un circuito serie de tres elementos contiene una bobina de autoinducción L = 0,02 henrios. La tensión apli¬ 
cada y la intensidad de corriente resultante se muestran en el diagrama fasorial de la Fig. 6-44. Sabiendo que 
tu ¡= 500 radianes/segundo, determinar los otros dos elementos del circuito. Sol. R — 10 O; L = 0,04 H. 

6-29 Hallar la impedancia Z y la admitancia Y correspondiente al diagrama fasorial de la Figura 6-45. 

Sol. Z = 2 - J0,5 £2; Y = 0,47 + >0,1175 Ü. 

6-30 Para determinar las constantes R y L de una bobina se conecta en serie con una resistencia de 25 ohmios y 
al conjunto se aplica una fuente de tensión de 120 voltios a 60 hertzios; se miden las tensiones en bornes de 
la resistencia y en la bobina dando los valores V R = 70,8 voltios y i'Ui™ = 86 voltios. ¿Cuáles son las cons¬ 
tantes de la bobina en cuestión? Sol . R = 5 A; L = 79,6 mH. 

6-31 Una asociación serie RC se conecta en serie con una resistencia de 15 ohmios. Al aplicar al circuito total una 
fuente de tensión de 120 voltios a 60 hertzios las tensiones eficaces en la combinación RC y en la resistencia 
pura son 87,3 y 63,6 voltios, respectivamente. Determinar los valores de R y de C. 

Sol. R = 5 0; C = 132,5 ^F. 

6-32 Hallar La impedancia y la admitancia equivalente, Z^ e Y*,, en e) circuito de dos ramas en paralelo de la Figu¬ 
ra 6-46. Deducir la intensidad de corriente en cada circuito equivalente. 

Sol. Z*, = 18,6 /7,15° fl; Y„ = 0,0538/- 7,15° 15; I r = 10,75 /-7,15° A. 





6-33 En el circuito paralelo de la Fig. 6-47 hallar las intensidades de corrientes en cada rama asi como la intensidad 
total. Construir el diagrama fasorial de corrientes con I¡, I 2 e I r . 

Sol. 16/25° A; 12/0° A; 27,4/14,3° A. 
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6-34 

6-35 

6-36 


6-37 

6-38 


6-39 

6-40 


6-41 

642 

6-43 

644 


Hallar el valor de la intensidad total que circula por el circuito de dos ramas en paralelo de la Fig. 6-48. Ob¬ 
tener Z n a partir de la relación \fl r y comparar este valor con Z«, = Z l Z 1 /(Z l + Z 2 ). 

Sol. f r = 17,9 /42,4'- A; Z„ = 5,59 /-12,4° £2. 

El diagrama fasorial de la Fig. 6-49 corresponde a un circuito de dos ramas en paralelo. Hallar las impedan- 
cías de cada rama Z¡ y Z¿. Sol. Z¡ — 2,5 + J2 0 £2; Z 2 = 15 /—90° £2. 

En el diagrama fasorial de la Fig. 6-50 se representan la tensión aplicada a un circuito de dos ramas en paralelo 
y las intensidades que circulan por cada rama. Calcular las impedancias Z, y Z 2 de dichas ramas. 

Soi Z, = 11,55 - j20 £2; Z 2 » 27,6 + ji 1,75 £2. 





z t 


Fig. 6-19 Fig. (1-50 

En e! circuito de la Fig. 6-51 determinar el valor de Z 2 sabiendo que I, = 2 ./— 30° e I T = 4,47 /33,4° amperios. 
Sol. z 2 --ysn. 

Mediante el empleo de las admitancias hallar la admitancia y la impedancia equivalente, y Z^, del circuito 
de cuatro ramas en paralelo representado en la Fig. 6-52. Obtener la intensidad T r del circuito equivalente. 


Sol. Y_ * 0,22/-58° £2; Z_ = 4,55/58° £2; I r = 33/-13° A. 


150/45 c 


©I 


/5 


15 


}j8,G6 


10 

—MMW- 


-;10 


;5 


vwvm- 


—MV/VW- 


;8 

^ m ^ 


Fig. 6-52 Fig. 6-53 

Hallar la impedaneia y admitancia equivalente, Z„ e Y^, en el circuito de tres ramas en paralelo representado 
en la Figura 6-53. 5o/. Z*, = 2,87 /27"’ £2; Y., = 0,348 / — 27° U. 

En el circuito de la Fig, 6-54 hallar el valor de Z sabiendo que V = 50/30° voltios el r = 27,9/57,8° amperios. 
5o/. Z = 5/-30°£2. 

I" 

v r 



L 



■J2 



Fig. 6-5J Fie- 6' 55 

En el circuito de la Fig. 6-55 hallar el valor de Z sabiendo que V = 100 /90° voltios e I r = 50,2 /102,5° ampe¬ 
rios. Sal. Z = 5/4T £2. 

A una asociación serie RC en paralelo con una resistencia de 20 ohmios se le aplica una fuente de tensión a 
60 hertzios que suministra una intensidad de corriente total de 7,02 amperios. La intensidad de corriente por 
la resistencia de 20 ohmios es de 6 amperios y la correspondiente por la rama RC es 2,3 amperios. Hallar los 
valores de R y de C. Sol. R — 15 £2; C = 53,1 ¿rF. 

Hallar los valores de R y X L en el circuito de la Fig, 6-56 sabiendo que el valor eficaz de la intensidad de 
corriente total vale 29,9 amperios, el de la intensidad que circula por la resistencia pura es 8 amperios y la co¬ 
rrespondiente por la rama RL es 22,3 amperios. 5o/. R — 5,8 £2; X L = 14,5 £2, 

Hallar la tensión V AB en el circuito de la Figura 6-57. Sol . 28,52 /183,68° V. 


X 


R 


l 

;*.g¡ 

A 

r 






20/31) 


1-AW-1 

5 


-vWvVV-' 

5 

~)¡ »°c 

5 J50/-4B- - 

■ 

5 

/ 



-/s 


Fig, 0-56 


Fig. 6-57 
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6-45 La lectura de un voltímetro en bornes de la resistencia de 3 ohmios del circuito de la Fig. 6-58 es 45 voltios, 
¿Qué valor indicará el amperímetro? Sol. 19,4 A. 




6-16 La lectura de un voltímetro en bornes de la resistencia de 5 ohmios del circuito de la Fig. 6-59 es 45 voltios. 
¿Qué valor indicará el amperímetro? Sol. 18 A. 


6-47 Hallar el valor eficaz de la tensión entre tos puntos A y B del circuito del Problema 6-46 


Soi. 25,2 Y. 


6-48 La tensión eficaz entre los punios A y J? del circuito de la Fig. 6-60 vale 25 voltios. Hallar ios valores eficaces 
de V y de I r . Jnd. Suponer aplicada una tensión cualquiera V' y determinar la tensión V’ ÁB correspondiente. De 
ello se deduce VÍ25 = V’/V' AB . Sol. 54,3 V; 14,2 A. 




Fig.6-60 


Fig. 6-Gt 


6-49 En el circuito paralelo de la Fig. 6-61 hallar el valor eficaz de la tensión de la fuente sabiendo que la diferencia 

de potencial entre los puntos A y B vale 50 voltios. Sol. 54,6 V. 

6-50 En el circuito de la Fig. 6-62 dar valores arbitrarios a J? y X L . Demostrar que para cualquier par de valores 

át R y X L el valor eficaz de X es constante e igual a 50 voltios. 


100/0 



Fig.6-62 






































Capítulo 7 


Potencia eléctrica y factor de potencia 


INTRODUCCION 

En muchos dispositivos eléctricos uno de los parámetros que más interesa es el de la potencia. Por 
ejemplo, es importante conocer la potencia suministrada por un alternador, la potencia consumida 
por un motor eléctrico. Ja potencia emitida por una emisora de radio o televisión, etc. 

La tensión aplicada al circuito de elementos pasivos 
de la Fig. 7-1 es una función del tiempo. La intensidad 
que resulta es, igualmente, una función del tiempo cuyo 
valor depende de los elementos que integren dicho circuito. v(f) 

El producto, en cada instante, de la tensión por la inten¬ 
sidad se llama potencia instantánea y viene dada por 


La potencia p puede tomar valores positivos o negativos, según el instante o el intervalo de tiempo 
que sé considere. Una potencia p positiva significa una transferencia de energía de la fuente a la red, 
mientras que una potencia p negativa corresponde a una transferencia de energía de la red a la fuente. 



POTENCIA EN REGIMEN PERMANENTE SENOIDAL: POTENCIA ACTIVA (P) 


Consideremos el caso ideal en que el circuito pasivo 
contenga, exclusivamente, un elemento inductivo al que 
se le aplica una tensión senoidal de la forma t 1 = V m sen at. 
La intensidad de corriente que circula es de la forma 
i = J m sen {ajt — tí/ 2). - Ei valor de la potencia instan¬ 
tánea es 

p — vi — K„,/ m (sen a>f)(seno/ — jt/2) 

Como sen (cu/ - n/2) = - eos cot y 2 sen x eos x = sen 2 jc, 
podremos escribir 

P = sen 2a>f 

En la Fig. 7-2 se pone de manifiesto este hecho. 
Cuando v e t son positivos, la potencia p es positiva, 
por lo que existirá utia transferencia de energía de la 
fuente a la bobina. Cuando v e / son de signo contrario, 
la potencia es negativa, y la bobina devuelve a la fuente 
la energía que antes le había suministrado, La frecuencia 
de la potencia es el doble que la correspondiente a la 
tensión o la corriente. El valor medio de la potencia, 
que representaremos por P, en un ciclo o periodo com¬ 
pleto es cero. 

En el caso ideal, también, de que el circuito estuviese 
formado por un condensador puro de capacidad C ob¬ 
tendríamos resultados análogos, como puede apreciarse 
en la Figura 7-3. 



Fig. 7-2. Circuito de una bobina pura L 



Fig. 7-3. Circuito de un condensador puro C 
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Apliquemos ahora una tensión v = V m sen cot a 
un circuito constituido por una sola resistencia. La in¬ 
tensidad de corriente que circula por ella es i = I m sen tu/ 
y la potencia correspondiente 

P = vi = VJ m sen 2 tu/ 

Ahora bien, sen 2 x — ^(1 — eos 2x ), con lo cual 
P = ~ eos 2tu/J 

resultado que se puede observar en la Ftg. 7-4. En este 
caso vemos que la frecuencia de la potencia es también 
el doble de la correspondiente a la tensión o a la corriente. 
Además, la potencia es siempre positiva y varía desde 
cero a un valor máximo V m I m . El valor medio de la po¬ 
tencia es 



Fig, 7-4. Circuito de una resistencia pura R 


Finalmente, consideremos el caso de un circuito pasivo general. Aplicando una tensión senoidal 
v = V m sen wí, circula una corriente de intensidad /' = I m sen (tot + 0). El ángulo de fase 0 será positivo 
o negativo, según el carácter inductivo o capacitivo, respectivamente, de! circuito. La potencia instan¬ 
tánea es 


p = vi = V m l m sen ot sen (cu/ + 0) 


Ahora bien, sen a sen /f = ^[cos (ce - 0) - eos (a + {i )] 
y eos — a = eos a, con lo cual 

P = jJV^cos 0 - eos (2 íü/ + 0)] 


La potencia instantánea p consta de un término 
cosenoidal, eos (2cu/ + 0), cuyo valor medio es 

cero, y de un término constante, eos 0. En estas 

condiciones, el valor medio de p o potencia activa P es 

P — y V m I m eos 0 = VI eos 0 


en donde V = VJ^Jl e / = IJy/2 son los valores efica¬ 
ces de los fasores V e I, respectivamente. El término eos 0 
se llama factor de potencia (f.p.). El ángulo 0 es el que 
forman V e I y está siempre comprendido entre ±90°. 
De aquí se deduce que eos 0 y, por tanto, P , es siempre 
positivo. Sin embargo, para indicar el signo de 0 diremos 
que un circuito inductivo , en el que la intensidad de corrien¬ 


te está retrasada respecto de la tensión, tiene un factor 
de potencia en retraso . Un circuito capacitivo , como la 
corriente está adelantada respecto de la tensión, tiene un 
factor de potencia en adelanto . 

La potencia activa P también se puede deducir de la ex- 

1 r T 

presión de definición de la potencia media P = - 1 pdt. 


La unidad de potencia activa en el sistema mksa es 
el vatio (W); como múltiplo se emplea el kilovatio (kW), 
de manera que I kW = 1000 W, 





Fig.7-5 


POTENCIA APARENTE (5) 

El producto VI se llama potencia aparente y se representa por la letra mayúscula S. 

La unidad de S en el sistema mksa es el voltio-amperio (VA), y su múltiplo más empleado es el ki- 
lovoltio-amperío (kVA), siendo I kVA = 1000 VA. 
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POTENCIA REACTIVA ( Q) 

El producto VI sen 0 se llama patencia reactiva y se representa por la letra mayúscula Q, 

La unidad de Q en el sistema mksa es el voltio-amperio reactivo (VARJ, y su múltiplo más em¬ 
pleado es el kilovoltio-amperio reactivo (kVAR), siendo I kVAR = 1000 VAR. 

TRIANGULO DE POTENCIAS 

Las expresiones de las potencias activa, aparente y reactiva se pueden representar geométricamen¬ 
te mediante los lados de un triángulo que se llama triángulo de potencias. 

Sea un circuito inductivo y representemos el retraso de la intensidad de corriente como indica la 
Fig. esto es, tomando la tensión V como referencia. En la Fig. 7-6(¿) está representada la inten¬ 

sidad de corriente con sus componentes activa y reactiva. La componente activa está en fase con la ten¬ 
sión V y la componente reactiva está en cuadratura con V, es decir, defasada 90° en retraso. Este diagra¬ 
ma se repite en la Fig. 7-6(c), en donde I, / eos 0 e / sen 0 están multiplicados por la tensión eficaz V. 
En este caso: 

Potencia activa P — tensión x componente activa (en fase) de la intensidad = VI eos d 
Potencia aparente 5 — tensión x intensidad — VI 

Potencia reactiva Q = tensión x componente reactiva (en cuadratura) de la intensidad = VI sen 0 



Fig. 7-6, Triángulo di 1 potencias: Carga inductiva 


Con un procedimiento análogo se construyen tos diagramas de la Fig. 7-7. El triángulo de potencias 
para una carga capacitiva tiene la componente Q por encima de la horizontal. 



Fig. 7-7. Triángulu de potencias: Carga capacitiva 


POTENCIA COMPLEJA 

Los tres lados S, P y Q del triángulo de potencias se deducen del producto VI* de !a tensión por el 
complejo conjugado de la intensidad. El resultado de este producto es un número complejo que se ilama 
potencia compleja S. Su parte real es la potencia activa P y su parte imaginaria es la potencia reactiva Q. 
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Sean V = Ve** e I = Ie iía *' i K Entonces, 

g _ = Vle~^ ~ VI eos 6 — jVI sen Q ~ P — jQ 

El módulo de S es la potencia aparente S = VI. Un ángulo de fase en adelanto (I adelantada res¬ 
pecto de V) implica una potencia reactiva ( Q ) en adelanto, mientras que un ángulo de fase en retraso 
quiere decir una potencia reactiva Q en retraso. Este hecho debe tenerse muy presente al construir el 
triángulo de potencias. 

A continuación haremos un resumen de las ecuaciones a emplear para hallar las componentes del 
triángulo de potencias. 

Potencia activa P = VI eos d — RI 2 = Vr/P ~ Re[VI*] 

Potencia reactiva Q = VI sen 6 — XI 2 = V\¡X = Im[VI*] 

Potencia aparente S = VI = Z/ 2 = V 2 jZ = módulo de VI* 

Factor de potencia (f.p.) = eos $ — R¡Z — P¡S 


Ejemplo 1. 

Trazar el triángulo de potencias de un circuito cuya impedancia es Z = 3 + j4 ohmios y al que se le aplica 
un fasor tensión V = 100/30* voltios. 

El fasor intensidad de corriente que resulta es 1 = V/Z = {100 /30° )/{5 /53,l° ) = 20 /—23,1* A. 


Método 1. 

P = RI 1 = 3(20) 2 = 1200 W 

Q — XI 1 = 1600 VAR en retraso 

S = Z/ 2 = 2000 VA 

f.p. = eos 53,1* — 0,6 en retraso 

Método 2. 

S = VI = 100(20) = 2000 VA 
P = VI eos 0 = 2000 eos 53,1* = 1200 W 

Q — VI sen 0 = 2000 sen 53,r ■ 1600 VAR en retraso 

f.p. = eos 0 = eos 53,1° = 0,6 en retraso 


p * üoo w 



Método 3. 

S = VI* = (100/30° )(20 /23,l D ) = 2000 /53,1° = 1200 + >1600; por tanto, 

P = 1200 W, Q = 1600 VAR en retraso, S = 2000 VA y f.p. = eos 53,1° = 0,6 en retraso 


Método 4. 

\ R = RI — 20 /-23,1° (3) = 60/-23,1° , V, = (20 /-23,I a 1(4/90/ ) = 80 /66,9° 

Por tanto, P = VjJR = 60 2 /3 = 1200 W 

Q = V\¡X — 80 2 /4 = 1600 VAR en retraso 
S = V 1 jZ = l00 2 /5 = 2000 VA 
f.p, = PjS = 0,6 en retraso 

Debe tenerse un cuidado especial al sustituir valores en la ecuación P = V\jR, El error que se comete con 
más frecuencia consiste en sustituir V R , tensión en la resistencia únicamente, por la tensión total V en la impe¬ 
dancia Z. 


CORRECCION DEL FACTOR DE POTENCIA 

En las aplicaciones industriales se ííuele trabajar con cargas inductivas, por lo que ia intensidad re¬ 
trasa respecto de la tensión aplicada. La potencia activa P entregada a la carga es una medida del tra¬ 
bajo útil por unidad de tiempo que puede realizar la carga. Esta potencia se transmite, normalmente, 
a través de líneas y transformadores. 

Como un transformador trabaja, en general, a tensión constante, la potencia aparente en kVA da 
idea de la intensidad máxima permitida. Teóricamente, si se conectase una carga inductiva o capaci¬ 
tiva pura, el transformador podría estar trabajando a plena carga, mientras que la potencia activa (media) 
suministrada sería cero. 
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En el triángulo de potencias, la hipotenusa S es una medida de la carga del sistema de distribución, 
y el cateto P es una medida de la potencia útil suministrada. Evidentemente, interesa que S se aproxime 
lo más posible a P, es decir, que el ángulo 0 sea muy pequeño. Como el factor de potencia es f.p. = cos0, 
valdría aproximadamente la unidad. En el caso normal de una carga inductiva es posible corregir e 
factor de potencia mediante condensadores en paralelo con la carga. Obsérvese que la tensión en la carga 
es la misma, con lo que la potencia útil P tampoco varía. Al aumentar el factor de potencia la intensidad 
y la potencia aparente disminuyen y, por tanto, se consigue una utilización más eficiente de la potencia 
en el sistema o red de distribución. 


Ejemplo 2. 

En d circuito del Ejemplo 1 corregir el factor de potencia al va¬ 
lor 0,9, en retraso, utilizando condensadores en paralelo. Hallar el 
valor de 5a potencia aparente S’ después de introducir la corrección, 
y la potencia reactiva de los condensadores necesarios para obtener 
dicha corrección. 

Representemos de nuevo d triángulo de potencias del Ejemplo l. 
En este caso, 0,9 = eos tí', de donde 0 = 26° y 

S‘ = P/c os 0' = 1200/cos 26° = 1333 
Ahora bien, Q' = S‘ sen 0' « 1333 sen 26° = 585 VAR en retraso. 

Potencia reactiva del condensador = Q - Q' = 1600 - 585 

=■ 10)5 VAR en adelanto 

Como P no varia, la energía activa permanece constante después 
de la corrección. Sin embargo, el valor de S se reduce de 2000 VA 
a 1333 VA. 


P = 120(1 



Fie* 7 -9 


Problemas resueltos 

7-1 Trazar el triángulo de potencias de un circuito cuya tensión es t> 
y cuya intensidad viene dada por i = 5 sen (toí — 50 ) amperios 

V = (150/^2)/10“ = 106/10' e 1 = = 3.54 /-50° . 

Entonces, 

S ^ VI* = (106/10""' )(3,54/50“ ) = 375/60“ = 187,5 + /325 


= 150 sen {o)í + 10°) voltios 


de donde 


P = Re[Vf*] = 187,5 W 
Q lm[VI*] = 325 VAR en retraso 
S - [VI* [ = 375 VA 
f.p. = eos 60“ = 0.5 en retraso 


P= 107.5 


S = 375 



Q - 325 
«r retrato 


Fig.7-10 


7-2 La potencia consumida por un circuito serie de dos elementos vale 940 vatios, siendo el factor 
de potencia igual a 0.707 en adelanto. Hallar las constantes del circuito sabiendo que la tensión 

aplicada es v = 99 sen (6000/ + 30°) voltios. 

El fusor tensión aplicado es V = (90/^ñyW = 70..W . De la «presión de la potencia 7> - VI eos 0 re¬ 
sulta 940 70/(0.707) de donde / = 19 A. Como el factor de potencia vale 0,707 en adelantó el fatór men- 

sidad de corriente está adelantado con respecto al de tensión « n ángulo are eos 0,707 - - 

\ - 19/75» A. La mtpedancia del circuito es Z - V/l = (70/W >/<19 ,']¥ ) = 3.68/^ - 2,6 - J2,6 tí. Abo- 
ra bien, como Z = R - jX c , y X c = i/toC, se deduce 

T o — no v C = * -= 64,1 /iF 

H ~ “ y 6000Í2.6) 


Otro método. 

Sustituyendo / = 19 A en P = RI 1 resulta 940 = R{ 19) 2 . de donde R = 2,6 íl. 

Entonces, Z - Z/-45' = 2.6 - jT c . con lo que - 2,6. Por consiguiente. C = Í/o>X c = MA jrF 
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7-3 Determinar el triángulo de potencias del circuito serie representado en la Figura 7-11. 

P —■ 300 




De la Fig. 7-11, Z = 3 + J6 - j2 = 5 /53,I a e I = V/Z = (50 /-90° )/(S /53,l° ) = 10 /-143,1° . Entonces, 
S = VI* = (50 /- 90° )(10 /143,1° ) ^ 500 /53,1° - 300 + >400 
Los lados del triángulo de potencias representado en la Fig, 7-12 son 

P = 300 W, Q = 400 VAR en retraso, S = 500 VA, f.p. = eos 53,1° = 0,6 en retraso 
Otro método. 

Sustituyendo el valor / = 10 A en las expresiones de la potencia disipada en cada elemento resulta 
P = RI 2 = 3(10) 2 = 3Ó0 W, Q )b = 6(10) 2 = 600 VAR en retraso, Q^ )2 = 2(10} 2 = 200 VAR en adelanto 
y Q — Q j6 + Q-j 2 = 400 VAR en retraso. 


7-4 En el circuito de la Fig. 7-13 el valor eficaz de la 
intensidad de corriente total es 30 amperios. Hallar 
las potencias. 


Haciendo 

18,45 /" 12,55° 
Entonces, 


Ir = 30/0?, I 2 = 30/0? = 

. I, - 30/0? = 12,7 /18,46° . 


Ir 


6 

■VvVWA- 


~J3 


4 

-mw- 


Fig, 7-13 


P = RJ\ + Rrf = (4){18,45> 2 + (5)(Í2,7) 2 = 2165 W 
Q = X¡\ = (3X12.7) 1 = 483 VAR en adelanto 
S = p - jQ = 2165 - 7483 = 2210 /-12,6° , S - 2210 VA 
f.p. = P/S = 2165/2210 = 0,98 en adelanto 

($ _ í3)4 

Podemos obtener los mismos resultados calculando la impedancia equivalente Z*, = ~~ - = 2,4 


■9 -J3 


-/0,533 Í2. Por tanto, 

P = RI$ = (2,4)(30j 2 = 2160 W y Q = (0,533)(30) 2 * 479,7 VAR en adelanto 

3 ) 4 


7-5 La potencia total disipada en el circuito de la Figu¬ 
ra 7-14 es 1100 vatios. Hallar la potencia de cada 
elemento y la lectura del amperímetro. 

De la Fig. 7-14 se deduce, 

V_ _ JV 
Z* 10 



. . 


, _ x - v = _v _ 

1 Z| 3 + ;4 5 /63,1° * 


h ~ 


10 

•vwvw 1 - 


Fig. 7-14 


I V¡5 2 

La relación de intensidades de corrientes es -y- = = y . Ahora bien, como P - J?/ 2 , la relación entre 

las potencias disipadas en las resistencias de 3 O y 10 fl es 


10 


R 2 í\ 


m 


6 

5 
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Por otra parte, como P T = P 2 + P l0¡ dividiendo ambos miembros por P lü resulta P T /Pio = R 3 /R 10 + 1, 
con lo cual, 

P í0 = 1100(5/11} = 500 W, P 3 = í 100 - 500 = 600 W 
De la expresión P = RI 2 se deduce 3/J = 600, de donde / ( = 14,14. Tomemos V = ; entonces 

I! = 14,14 / — 53,1° = 8,48 - yJ 1,31 
I 3 = 7,07/0^ = 7,07 

e i r = ij + \ 2 = 15,55 - yl 1,31 = 19,25/—36^ 

La lectura del amperímetro es 19,25 A. 


7-6 


Determinar el triángulo de potencias de cada rama del circuito paralelo de la Fig. 7-15; obtener 
luego el correspondiente al circuito completo, 




Rama 2. 


I t = V/Zj = (20/60° )/(4/30°) = 5 /30° 

S t = VTÍ = (20/60° }(5 /-30 n ) = 100/30° 
= 86,6 + /50 

Entonces, 

P x = Re[VI*] = 86,6 W 

Q l = Im[VIf] = 50 VAR en retraso 

S, = jVITl = 100 VA 

f.p. 1 = P x /S : = 0,866 en retraso 


l 2 = V/Z a = (20/60° )/(5/60°) = 4/0; 
S¿ = Vlf = (20/6CT ){4/CF ) = 80/60° 
=* 40 + y69,2 

Entonces, 

p 2 ^ 40 W 

Q 2 — 69,2 VAR en retraso 

S 2 = 80 VA 

f.p. 2 — 0,5 en adelante 


De los resultados anteriores se deduce inmediatamente el triángulo d$ potencias total que se representa en 
la Figura 7-16. 


p T = + p 2 ■= 86,6 + 40 = 126,6 W; Q T = Q¡ + Q 2 = 50 + 69,2 = 119,2 VAR en retraso 

Por tanto, S 7 = P T + JQt - 126,6 H- yl 19,2 = 174 /43,4° , 

S T = ¡S T j = 174 VA y f.p. r = P T /S T = 126,6/174 = 0,727 en retraso 


7-7 El rendimiento de un motor de inducción de 2 caballos de vapor (CV) de potencia de alimenta' 
ción es del 85 %, El factor de potencia de la carga vale 0,8 en retraso. Hallar las potencias electrl 
cas de entrada. 

Corpo 1 CV = 736 W, P mTIia - 2(736)/0,85 = 1732 W. Por tanto, 


í ¡71M8 im VA, ií im m 10,8) - Q * ¡165 sen W - VAR m retraso 
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7-8 Determinar eí triángulo de potencias total del circuito para¬ 
lelo de la Fig. 7-17 sabiendo que la potencia disipada en la 
resistencia de 2 ohmios es 20 vatios. 

Como P = Rl 2 , 21 2 = 20. de donde /, = 3,16 A. Por otro lado. 

Z t - 2 -J5 = 5,38/-68,2 a íl, con lo que V = ZI t = 3,16(5,38) = 

17 V. Tomando V = 17/ÍT , 

I t = 3,16/68.2° . I 2 = V/Z 2 = (17/tT J/Í^W ) 

e l r = I t + 1 2 = H,l /-29,8° 

Para determinar las componentes del triángulo de potencias se ha de conocer el valor de S T . 

S r = VIÍ = 17/0° (11,1 /29,8 a ) = 189 /29,8° = 164 + J94 

de donde 

P T = 164 W, Q T = 94 VAR en retraso, S r — 189 VA, f.p. = 164/189 = 0,868 en retraso 

7-9 Determinar las componentes del triángulo de potencias de la asociación de tres cargas defini¬ 
das de la forma siguiente. Carga 1: 250 voltios-amperios con factor de potencia 0,5 en retraso; 
carga 2:180 vatios con factor de potencia 0,8 en adelanto; carga 3:300 voltios-amperios, 100 voltios- 
amperios reactivos en retraso. 

Vamos a calcular las potencias media y reactiva desconocida para cada carga. 

Carga 1. Datos S — 250 VA, f.p. — 0,5 en retraso. 

P = S (f.p.) = 250(0,5) = 125 W, 0 = are eos 0,5 = 60°, Q = S sen 0 = 250 sen 60° = 216 VAR en retraso 

Carga 2 . Datos P = 180 W, f.p. = 0,8 en adelanto. 

S = P¡ f.p, = 180/0,8 = 225 VA, 0 = are eos 0,8 = 36,9°, Q = 225 sen 36,9° = 135 VAR en adelanto 

Carga 3 . Datos S = 300 VA, Q = 100 VAR en retraso. 

0 - are sen (Q/S) = are sen (100/300) = 19,5°, P = S eos 0 - 300 eos 19;5° = 283 W 

Por tanto, P T = 125 + 180 + 283 = 588 W, Q T = 216 - 135 + 100 = 181 VAR fcn retraso 



Como S T ^ P T + ¡Qt ~ 588 + ;T8I = 616 /17,1* 

S T = 616 VA y f.p. = PfS - 588/616 = 0,955 en retraso 
La Fig, 7-18 muestra los triángulos de potencia de las cargas individuales y del conjunto. 


7-10 



<? r = 181 
eti retraso 


180 


Fig. 7-1 a 


Un transformador de 25 kilovoltios-amperios alimenta una carga de 12 kilovatios con un factor 
de potencia 0,6 en retraso. Hallar el tanto por ciento respecto de plena carga que soporta el trans¬ 
formador. ¿Cuántos kilovatios en cargas adicionales con factores de potencia la unidad se pue¬ 
den añadir a dicho transformador sin que trabaje a plena carga? 

Para la carga de 12 kW, S = Pj f.p. = 12/0,6 = 20 kVA. Por tanto, 

% plena carga = (20/25)100 - 80% 
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Como 8 — are eos 0,6 = 53,1°, Q = 5/sen $ — 
20 sen 53,1” = 16 kVAR en retraso. AI ser e¡ factor 
de potencia de las cargas adicionales la unidad, La 
potencia reactiva Q será la misma. Por tanto, a ple¬ 
na carga' el ángulo 8' — are sen (16/25) ^ 39,8° y 
la potencia total P T = S‘ eos 0’ = 25 eos 39,8° = 
19,2 kW. Luego, 

Carga adicional = P T — P = 19,2 — 12 

= 7,2 kW 

Se podían haber obtenido estos mismos resul¬ 
tados mediante una representación gráfica, como se 
puede ver en la Figura l r A9. 

Obsérvese que con la adición de estas cargas con 
factor de potencia unidad ha aumentado el factor de 
potencia total, f.p. = eos 39,8° = 0,768 en retraso. 



arco 


dt 2Í kVA 


Fig. 7-19 


7-11 En el transformador dei Problema 7-10, supóngase que el factor de potencia de las cargas adicio¬ 
nales es 0,866 en adelanto. ¿Cuántos kilo voltios-amperios de esas cargas se le pueden añadir 
hasta que el transformador trabaje a plena carga? 

Del Problema 7-10, S = 20 kVA, 8 = 53,1°, Q = 16 kVAR en retraso. En la Fig, 7-20(a) tenemos el 
triángulo correspondiente de potencias. Con la potencia S 2 de Las nuevas cargas se añade un ángulo 8 2 - 
are eos 0,866 = 3Ü'\ y el ángulo 8' es innecesario. En la Figura 7-20(b), 

25,/sen 96,9° = 20/sen 0, sen 0 = 0,795, 6 = 52,6° 

Entonces, y = 180° - {96,9° + 52,6°) = 30,5° y 8' = 53,1° - 30,5* = 22,6°. 


P~ 12 




Fig.7-20 


La potencia activa y reactiva a plena carga son Pj = 25 eos 22,6* = 23,1 kW y Q T = 25 sen 22,6° = 
9,6 kVAR en retraso. Para las nuevas cargas, P 2 — 23,1 — 12 = 11,1 kW, Q 2 = 16 — 9,6 = 6,4 kVAR en 
adelanto, con lo cual, S 2 = P 2 + JQ 2 ~ 11,1 - ;6,4 = 12,8 /-30° 

S 2 = 12,8 kVA 

Estos 12,8 kVA de las nuevas cargas con un factor de potencia 0,866 en adelanto, más los 12 kW con un 
factor de potencia 0,6 en retraso, completan la potencia aparente de 25 kVA del transformador. 

Otro método. En la Fig. 7-20(a), para un ángulo $ 2 = 30°, 

P,¿ = S 2 eos 30° = {^3/2)S 2 , Q¿ = Si sen30° = 

Ahora bien. (S) 2 — (P + P¡) 2 + (Q — Q¡) 2 

Sustituyendo 25* = (12 4- ’/3/2 S 2 } 2 4- (16 - de donde S 2 = 12.8 kVA 
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7-12 Un transformador de 500 kilovoltios-amperios funciona a 
plena carga con un factor de potencia 0,6 en retraso. Aña¬ 
diendo unos condensadores a la carga se modifica dicho factor 
pasando a valer 0,9 en retraso. Hallar la potencia reactiva de 
¡os condensadores precisos. Después de la corrección dej fac¬ 
tor de potencia, ¿qué tanto por ciento respecto de plena carga 
soporta el transformador? 

Cuando el transformador funciona a plena carga (véase Fig. 7-21), 
P = Vi eos 8 = 500(0,6) = 300 kW 
8 — are eos 0,6 = 53,1° 

Q = Vi sen 8 = 500 sen 53,1° — 400 kVAR en retraso 


P = 300 



Fig. 7-21 


Cuando f.p. = 0,9 en retraso, 

8' = are eos 0,9 = 26°, S' = 300/0,9 = 333 kVA, Q' = 333 sen 26° = 146 en retraso 
Por tanto, la potencia reactiva de los condensadores es Q ~ Q' = 400 — !46 = 254 kVAR en adelanto 
y % plena carga = (333/500)100 = 66,7 % 


7-13 Un grupo de motores de inducción con una potencia activa total de 500 kilovatios y un factor 
de potencia 0,8 en retraso es sustituido parciálmente por motores síncronos con el mismo rendi¬ 
miento, pero con un factor de potencia 0,707 en adelanto. Se siguen haciendo sustituciones, con 
lo cual el factor de potencia varía continuamente. ¿Qué tanto por ciento de la carga habrá sido 
sustituida cuando el factor de potencia del sistema valga 0,9 en retraso? 

Como los motores si ñero nos tienen el mismo rendimiento que los motores de inducción, la potencia ac¬ 
tiva total permanece constante e igual a 500 kW. Antes de la sustitución de los motores, 

5 = 500/0,8 = 625 kVA, 0 = are eos 0,8 = 36,9°, Q = 625 sen 36,9° = 375 kVAR en retraso 

Cuando el factor de potencia del sistema sea 0,9 en retraso, 

8' = are eos 0,9 = 26°, 5' = 500/0,9 = 556 kVA, Q' = 556 sen 26° = 243 kVAR en retraso 



Fig.7-22 


Cuando el factor de potencia sea 0,707 en adelanto, 0 2 = are eos 0,707 — 45°. En la Fig. 7-22(¿), apli¬ 
cando el teorema de los senos, 

•V&CR 53,r ^ 132/sen 81,9 a , 5, - IsVA 

Por tanto, P 2 = 106,5 eos 45° = 75,3 kW y 

% carga sustituida = (75,3/500)100 — 15 % 
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Problemas propuestos 

7-14 Determinar el triángulo de potencias de un circuito al que se le aplica la tensión v = 200 sen (a)f + 110 ) vol¬ 
tios y circula la intensidad i = 5 sen M + 70°) amperios. Sol. P = 0; Q = 500 VAR en retraso. 

7-15 Determinar el triángulo de potencias de un circuito al que se le aplica la tensión v — 14,14 eos iút voltios y 
circula la intensidad i — 17,1 eos {toi — 14,05°) miliamperios. 

Sol. P = 117,5 mW; Q = 29,6 mVAR en retraso; f.p. = 0,97 en retraso. 

7-16 Determinar el triángulo de potencias de un circuito al que se le aplica una tensión v = 340 sen (tur - 60°) vol¬ 
tios y circula una intensidad í = 13,3 sen (tu/ — 48,7°) amperios. 

Sol. P — 2215 W; Q = 442 VAR en adelanto; f.p. = 0,98 en adelanto. 

7-17 La tensión eficaz aplicada a un circuito serie de R - 10 ohmios y X c = 5 ohmios es 120 voltios. Determinar 
el triángulo de potencias. Sol. S = 1154 "7577 VA; f.p. = 0,894 en adelanto. 

7-18 La tensión eficaz en la resistencia de un circuito serie de R = 5 ohmios y = 15 ohmios vale 31,6 voltios. De¬ 
terminar el triángulo de potencias. Sol . S = 200 + j6QQ VA, f.p. = 0,316 en retraso. 

7-19 El fasor de la tensión aplicada a un circuito serie de R = 8 ohmios y X c - 6 ohmios es V = 50/ —90_ voltios. 
Determinar el triángulo de potencias. Sol. S = 200 -7150 VA; f.p. - 0,8 en adelanto. 

7-20 Hallar la impedancta de un circuito que consume 5040 voltios-ampeños con un factor de potencia 0,894 en ade¬ 
lanto respecto de un fasor tensión V = 150 /45" voltios. Sol. 4 - J2 Q. 

7-21 Una impedancia por la que circula una comente eficaz de 18 amperios consume 3500 voltios-amperios con un 
factor de potencia 0,76 en retraso. Calcular dicha impedancia. Sol. 8,21 +/7,0 Cl. 

7-22 Hallar las constantes de un circuito serie de dos elementos por el que circula una intensidad de corriente / - 4,24 
sen {5000r + 45°) amperios y consume 180 vatios con un factor de potencia 0,8 en retraso, 

Sol. R - 20 Cl; L = 3 mH. 

7-23 Determinar el triángulo de potencias de! circuito constituido por las impedancias Zj = 5,83/-59 ohmios 
y Z 2 = 8,95/63,4° ohmios en serie por las que circula una intensidad de corriente eficaz de 5 amperios. 

Sol 2 S r = i75“+ 775 VA; f.p. = 0,918 en retraso. 

7-24 La potencia reactiva consumida por dos impedancias Z : = 5/45° ohmios y Z 2 - 10/30// ohmios en sene es 
1920 voltios-amperios reactivos en retraso. Hallar la potencia activa P y la potencia aparente S. 

Sol. P = 2745 W; 5 - 3350 VA. 

7-25 El circuito de la Fig. 7-23 consume 36.4 voltios-amperios con un fac¬ 
tor de potencia 0,856 en retraso. Hallar el valor de Z. 

Sol. Z = 1/90/ Q. 

7-26 El circuito serie de la Fig. 7-24 consume 300 vatios con un tactor de 
potencia 0,6 en retraso. Hallar la impedancia desconocida y determi¬ 
nar el triángulo de potencias. 

Sol. Z = 4/90° O; S = 300 + /400 VA. 


7-27 El fasor de tensión aplicado a dos impedancias Zj = 4 /-30° ohmios 
y z 2 = 5/60° ohmios en paralelo es V = 20/0/ voltios. Determinar el 
triángulo de potencias de cada rama así como el triángulo de potencias 
total mediante combinación de los anteriores. 

Sol. P = 126.6 W, Q = 19,3 VAR en retraso; f.p. = 0,99 en retraso. 

7-28 El valor de la tensión eficaz, aplicada a un circuito formado por R = 10 
ohmios y Z = ohmios en paralelo es de 5 amperios. Determi¬ 

nar el triángulo de potencias total. 

So!. P = 110 W; Q = 33 VAR en adelanto; f.p. = 0,957 en adelanto. 


——I—Lj- 

7 = 2,5 

Fig."-23 
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7-29 Hallar la potencia activa total y el factor de potencia del circuito paralelo de la Fig. 7-25 sabiendo que la po¬ 
tencia reactiva de la rama 1 es 8 kilo voltios-amperios reactivos. Sol. 8 kW; f.p. — 0,555 en retraso, 

7-30 ¿Qué lectura indicará el amperímetro del circuito de la Fig. 7-26 si el consumo de la rama 2 es 1490 voltios- 
amperios? Determinar el triángulo de potencias. 

Soi. 42,4 A; S = 2210 4- 73630 VA; f.p. = 0,521 en retraso. 




7-31 En el circuito paralelo de la Fig. 7-27 la resistencia de 3 ohmios consume 666 vatios y el circuito total 3370 
voltios-amperios con un factor de potencia 0,937 en adelanto. Hallar el valor de Z. 

Sol. Z = 2 - ;2 fi. 

7-32 La potencia total consumida por el circuito de la Fig. 7-28 es 1500 vatios. Determinar el triángulo de potencias, 
Sol. S = 1500 + y2480 VA; f.p. = 0,518 en retraso. 

7-33 Hallar la potencia disipada en cada una de las resistencias del circuito de la Fig. 7-29 sabiendo que ia potencia 
total es de 2000 vatios. Sol, P 1S = 724 W; - 1276 W. 





7-34 La potencia reactiva Q del circuito de la Fig. 7-30 es de 2500 voltios-amperios reactivos en retraso. Determinar 
el triángulo de potencias completo. Sol. S = 3920 VA; P = 3020 W ¡ f.p, = 0,771 en retraso. 

7-35 Hallar el factor de potencia del circuito de la Fig. 7-31. Se sustituye la resistencia de 6 ohmios por otra de 
manera que el factor de potencia total sea 0,9 en retraso; ¿cuál será este nuevo valor óhmico? 

Sol. f.p. = 0,8 en retraso; R “ 3,22 fi. 

7-36 En el circuito de la Fig. 7-32 el valor de la carga es Z = 5 + 78,66 ohmios. Calcular el tanto por ciento de 
disminución de la intensidad total al añadir el condensador de —720 ohmios de capacitancia en paralelo con la 

carga. Sol. 38 %. 

7-37 Hallar la capacidad C del condensador necesario para que el factor de potencia del circuito paralelo de la Fi¬ 
gura 7-33 sea 0,95 en retraso. Sol. C = 28,9 fiF. 




Fig.7-32 



7-38 Una fuente a 60 hertzios y 240 voltios de tensión eficaz suministra 4500 voltios-amperios a una carga con un 
factor de potencia 0,75 en retraso. Hallar la capacidad del condensador que ha de colocarse en paralelo con la 
carga para que el factor de potencia sea (nj 0,9 en retraso, ( b ) 0,9 en adelanta. Sol. (a) 61,3 ^F; (ó) 212 ^F. 
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7-39 

7-40 

7-41 

7-42 

7-43 

7-44 

7-45 

7-46 

7-47 

7-48 

7-49 


7-50 


7-51 

7-52 

7-53 


En el apartado (o) del Problema 7-38, ¿en qué tanto por ciento disminuye la intensidad de corriente? ¿Existe 
alguna reducción más en el apartado (í>)? Sel. 16,7%. No, la corriente es la misma. 

Tres impcdancias Z t = 2G/30 e ohmios, Z 2 = i5/~45 {1 ohmios yZ 3 = 10/0/ ohmios están asociadas en pa¬ 
ralelo con una fuente ele tensión V = 100 /-45° voltios. Determinar el triángulo de potencias de cada rama, 
asi como la suma de los tres para obtener el triangulo de potencias total. 

So!. P = 1904 W; Q — 2 21 VÁR en adelanto; S = 1920 VA; f.p. = 0,993 en adelanto. 

En el Problema 7-40 la fuente de 100 voltios suministra 1920 voltios-amperios, con un factor de potencia 0,993 
en adelanto, a las tres ramas en paralelo del circuito. Hallar la intensidad de corriente total en el circuito. 

Sol. 19,2 A; en adelanto 6,62° respecto de V. 

Una fuente de tensión V = 240/-30° voltios alimenta tres impedancias Z : = 25/15/ ohmios, Z 2 = 15 / —60 a 
ohmios y Zj = 15/90/ ohmios en paralelo. Determinar el triángulo de potencias para cada rama, así como el 
correspondiente a la combinación de los tres. 

Sol. P = 4140 W; Q = 1115 VAR en retraso; S = 4290 VA; f.p. = 0,967 en retraso. 

Determinar el triángulo de potencias total para las siguientes cargas; carga 1, de 5 kilovatios con un factor de 
potencia 0,8 en retraso; carga 2, de 4 kilovoltios-amperios con una potencia Q de 2 kilovoltios-amperios re¬ 
activos, y carga 3, de 6 kilovoltios-amperios con un factor de potencia 0,9 en retraso. 

Sol. P = 13,86 kW; Q = 4,38 kVAR en retraso; 5 = 14,55 kVA; f.p. = 0,965 en retraso. 


Determinar el triángulo de potencias total para las siguientes cargas: carga 1, de 200 voltios-amperios con un 
factor de potencia 0,7 en retraso; carga 2. de 350 voltios-amperios con un factor de potencia 0,5 en retraso, y 
carga 3, de 275 vok ios-amperios con un factor de potencia igual a la unidad. 

So ¡ p _ 590 W; Q = 446 VAR en retraso; S = 740 VA; f.p. = 0,798 en retraso. 


Mediante la conexión de unos condensadores se modifica el factor de potencia de una carga de 300 kilovatios 
desde 0,65 en retraso a 0,90 en retraso. Calcular la potencia reactiva de los condensadores necesarios para ob¬ 
tener dicha modificación y el tanto por ciento en que disminuye la potencia aparente. So!. 204 kVAR; 28 %. 

El factor de potencia de una carga industrial de 25 kilovoltios-amperios es 0,8 en retraso. En la planta se instala 
un grupo de resistencias de calefacción con lo cual se eleva d factor de potencia a 0,85 en retraso. Hallar la 
potencia activa instalada. Sol. 4,3 kW, 

Una carga de motores de inducción de 1500 vatios y factor de potencia 0,75 en retraso se combina con la de 
un grupo de motores síncronos de 500 voltios-amperios y factor de potencia 0,65 en adelanto. Calcular la po¬ 
tencia reactiva de los condensadores a instalar para que el factor de potencia de los dos grupos motores sea 0,95 
en retraso. ¿En qué tanto por ciento disminuye la potencia aparente? So!, 347 VAR, 6,3 / a . 

El factor de potencia de una cierta carga se corrige mediante 20 kilovoltios-amperios reactivos de una asocia¬ 
ción de condensadores al valor 0,9 en retraso. Si la potencia aparente que resulta es 185 kilovoltios-amperios, 
determinar el triángulo de potencias de la carga antes de la conexión. 

Sol. P - 166,5 kW; Q * 101,0 kVAR en retraso; f.p. = 0,856 en retraso. 


Una carga de motores de inducción con una potencia aparente de 2000 voltios-amperios y un factor de poten¬ 
cia 0,80 en retraso se combina con otra carga de 500 voltios-amperios de motores síncronos. Hallar el factor 
de potencia de estos motores síncronos sabiendo que el factor de potencia total es 0,90 en retraso, 

Sol. 0,92 en adelanto. 


Una carga de potencia aparente de 65 kilovoltios-amperios con un factor de potencia en retraso se conecta a 
un grupo de motores síncronos de 25 kilovoltios-amperios con un factor de potencia 0,6 en adelanto. Hallar 
el factor de potencia de la carga de 65 kilovoltios-amperios sabiendo que el factor de potencia total es 0,85 en 
retraso. Sol* 0,585, 


Un transformador de 100 kilovoltios-amperios trabaja al 80% de plena carga con un factor de potencia 0 85 
en retraso. ¿Qué potencia aparente de carga con 0.6 de factor en retraso se le puede añadir sin sobrepasar la ple¬ 
na carga del transformador? Sol. 21,3 kVA. 


Un transformador de 250 kilovoltios-amperios trabaja a plena carga con un factor de potencia 0,8 en retra¬ 
so. Mediante una batería de condensadores en paralelo se corrige el factor de potencia al valor 0,9 en retraso, 
(íi) Ha liar la potencia reactiva de los condensadores necesarios. ( b ) ¿Qué potencia activa de una nueva carga se 
le puede añadir sin exceder el límite de la potencia aparente del transformador? 

Sai. 52,5 kVAR; 30 kW. 

Después de instalar la batería de condensadores del Problema 7-5, se añade otra carga con un factor de poten¬ 
cia 0,5 en retraso. Hallar la potencia aparente de esta nueva carga sin sobrepasar el limite de la potencia apa¬ 
rente del transformador So!. 32 kVA. 






Capítulo 8 


Resonancia serie y paralelo 


INTRODUCCION 

'Un circuito está, o entra, en resonancia cuando la tensión aplicada y la intensidad de corriente 
que circula están en fase. En resonancia, pues, la impedancia compleja del circuito se reduce exclusi¬ 
vamente a una resistencia pura R. 

Como V e I están en fase, el factor de potencia de un circuito resonante es la unidad. 


RESONANCIA DE UN CIRCUITO SERIE RLC 


La impedancia compleja del circuito serie de la* Fig. 8-1 
es Z = R + j(coL — 1/éoC) = R + jX. Dicho circuito entra 
en resonancia cuando X = 0, es decir, cuando coL = 1/cuC o 
bien cu = i /Jlc — cüq. Ahora bien, tu = 2 nf, con lo que 
la frecuencia de resonancia viene dada por 


h 


i 

2ir\/LC 


Hz (o c.p.s.) 


-VWWV 

R 


■nm^ 

juL 


H(- 

~ji uC 


Fig. 8-1 


En la Fig. 8-2 (a) se representa el valor de Z y el de sus tres componentes R, X L y X c en f unción de 
la pulsación cu. Para cu = cu 0 , las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, y como JZ| = sfR 1 + X 3 
se deduce que Z — R. Es decir, la impedancia de un circuito serie en resonancia es mínima. En conse¬ 
cuencia, la intensidad de corriente, I - V/Z, es máxima en dichas condiciones. 





Fig. 8-2. Circuito serie: Valores de Z, 0 e ) en función de tu 

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a cu 0 la reactancia capacitiva es mayor que la in¬ 
ductiva, con lo que el ángulo de la impedancia es negativo. Si la resistencia es pequeña, la variación del 
ángulo con la pulsación es mucho más rápida, como indica la Fig. 8-2(6). Cuando cu tiende hacia cero, 
el ángulo de Z se aproxima a —90°. 
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Para frecuencias superiores a la correspondiente a (o Q , la reactancia inductiva es mayor que la ca¬ 
pacitiva, con lo que el ángulo de Z es positivo, aproximándose a +90° cuando o) > cú q . 

En la Fig. 8-2(c) se representa la admitancia del circuito serie Y = 1/Z en función de ai. Como 
I = VY este diagrama muestra, asimismo, la variación de la intensidad de corriente con w. Puede ob¬ 
servarse que para la pulsación ü><, la corriente es máxima y que en resistencias pequeñas la intensidad de 
corriente es mayor. La curva de puntos representa el caso límite en que R = 0. No se representa e án¬ 
gulo de la admitancia, ya que es el opuesto (igual y de signo contrario) del ángulo de la impedancia que 

muestra la Figura 8-2(ó). 


RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO RLC 

El circuito paralelo de la Fig. 8-3 es un circuito ideal 
formado por tres ramas con elementos simples R, L y C. 
Sin embargo, el análisis de este circuito presenta un enorme 
interés en el estudio general de la resonancia. Este circuito 
paralelo ideal se puede reducir al circuito serie que acaba¬ 
mos de ver sin más que establecer la dualidad completa 
existente entre ambos. 



Fig. 8-3 


La admitancia compleja del circuito paralelo de la Fig. 8-3 es Y G + j{o)C \/újL) G + y , 
siendo B = B c - B u B c = wC y B L - 1/taL. Dicho circuito entra en resonancia cuando B = U, es 

decir, cuando wC - 1 joL o bien <o = 1 /jíc = <u 0 . Al igual que en el circuito serie RLC, la frecuen- 

cia de resonancia viene dada por 


/o 


- -i Hz (o c.p.s.) 

2 tt^/LC 


En la Fig. 8-4 (a) se representa el valor de Y y el de sus tres componentes G, B c y B L en función de tó. 
Para cu = £o 0 , las susceptancias inductiva y capacitiva son iguales, con lo que Y.— G. Es decir, la a mi- 
tancia de un circuito paralelo en resonancia es mínima. En consecuencia, la intensidad de comente 
I = VY, también es mínima en estas condiciones. 





Fíg. 8-4. Circuito paralelo; Valores de Y, Z y 0 en función de tu 


Para frecuencias inferiores a la correspondiente a co 0 la susceptancia inductiva es mayor que la ca- 
pacitiva. con lo que el ángulo de Y es negativo. En este caso, el ángulo de la impedancia es posttivo y 

se aproxima a + 9G = cuando w tiende a cero [véase Figura 8-4(c)]. p 

Para frecuencias superiores a la correspondiente a üJq el ángulo de Z es negativo y su variación 

con o) es más rápida para resistencias elevadas. 
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RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO DE DOS RAMAS 

La admitancia Y dei circuito paralelo de dos ramas de la Figu¬ 
ra 8-5 es la suma de las admitancias individuales de cada una de ellas. 


:* L 


Y = 



+ 


+ 


Rl + jX L Rc~jXc 

Re \ J X c 


Rl + Xl Rl + X* 


+ h 


X, 



M + R'i + Xl 


Fig.S-5 


El circuito entra en resonancia cuando la admitancia compleja sea un número real. Es decir, X c /{Rl + 
Xl) = XJ{Rl + Xl), y 


^ - «¿(JíS+lA-SC») 


A) 


Para conseguir la resonancia se puede actuar sobre cualquiera de las cinco magnitudes que aparecen en {1 ). 
Despejando íü 0 de la Ecuación (7) resulta, 


= ~J— ¡EEL 

VLC \ Rl~ 


A) 


_ - L/C 
yTcV Rl - LÍC 

Por tanto, la pulsación to 0 de un circuito resonante paralelo de dos ramas difiere de la correspondiente 


al circuito simple formado por los tres elementos R t L y C en paralelo en el factor 


Rl ~ L/C 


Rl-L/C 

La frecuencia es un número real y positivo; por consiguiente, el circuito tendrá una frecuencia 
de resonancia correspondiente a cü 0 para R[ > L/C y > L/C o bien R[ < L/C y R¿ < L/C. Cuan¬ 
do Rl — Rl = L/C el circuito entra en resonancia a todas las frecuencias. En el Problema 8-12 se aclara 
este importante caso especial. 

Despejando L de la Ecuación ( 1 ) resulta, 


L = jc[(je? +x 2 c) ± y¡(RÍ + xír - *K X Í\ 


o bien como Zc = yRc + Xl , 


L = i c[z£ ± yz'c - *c] 


(*) 


Ahora bien, si en esta Ecuación (5) Z£ > 4R[Xc> se obtienen dos valores de L para los que el circuito 
entra en resonancia. Si Z£ = 4R\Xl el circuito entrará en resonancia para L = }CZ¿. Si Z* < ^Rl^'c 
no existe valor alguno de L para el cual se presente la resonancia del circuito dado. 

Despejando C en la Ecuación {!) resulta, 

1 


C = 2L 


_zi ± -Jz;. - ír- c xI 

En este caso, si Z£ > ARqXI habrá dos valores de C para los que el circuito entra en resonancia. 
Despejando R L en la Ecuación {/) resulta, 

Rl ' “ 


A) 


^m 2 LCRl ~ «-L 2 + L/C 


A) 


y si despejamos R c ' Re = V^t/(w 2 LC) — l/orC 2 + L/C {£) 

Si el subradical de (5), o de (ó), es positivo, existe un solo valor de R Li o de R c , para el cual el circui¬ 


to entra en resonancia. 


FACTOR DE CALIDAD Q 

El factor de calidad de una bobina, de un condensador, o de un circuito en general se define por 

energía máxima almacenada 


Q = 2n 


energía disipada por periodo 
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En los circuitos de la Fig. 8-6 y 8-7, la energía disipada 
por periodo es el producto de ía potencia media disipada en la 

resistencia multiplicada por el periodo T o 1 // 

En el circuito serie RL de la Fig. 8-6 la energía máxima 
almacenada es jLI 2 &x . Por tanto, 


Q 


2tt 


4 Ll, 


mas 


(/L,/2)K(1//) 


2 -trfL cuL 

~R~ ~ ~R 


En el circuito serie RC de la Fig. 8-7 la energía máxima 
almacenada es {CV 2 ax o bien i/i/u/C. Por consiguiente, 


Q 


2tt 


^/ma*/w 2 (7 

(/iwwi 


1 

*CR 


i 


vmw- nm ^ 

R JuL 


Fig. 8-6 



Fig. 8-7 


En un circuito serie RLC en resonancia la energía almacenada es constante. Teniendo en cuenta 
que cuando la tensión en el condensador es máxima la intensidad de corriente por la bobina es nula, 
y viceversa, jCV 2 „ = hU 2 tx . Es decir, 


£ 

R, ii) ( CJí 


La representación gráfica de la intensidad de corriente en un circuito serie RLC en función de la 
pulsación, o de la frecuencia, es análoga a la correspondiente de la admitancia de la Fig. 8-2{c). En la 
Fig, 8-8 se representa la intensidad que circula por un circuito RLC en función de cu o bien mediante 
un cambio de escala apropiado, en función de/. En el valor cu 0 la intensidad de corriente I 0 es máxima. 
Se han señalado los puntos en los que la intensidad toma el valor 0,707 del máximo. Las pulsaciones 
correspondientes son cut y cu-. 



Fig. 8-8 

Como la potencia consumida por el circuito es RI 2 , para / — 0,707/ o la potencia es la mitad de 
la que corresponde al valor máximo que tiene lugar en cu 0 . Los puntos asociados a cu* y cu 2 se llaman 
puntos de potencia mitad. La distancia entre ambos puntos se mide en hertzios o ciclos por segundo 
(c.p.s.) y se llama ancho de banda AB . 

En estas condiciones, podremos expresar el factor de calidad por la relación entre la frecuencia 
de resonancia y el ancho de banda; es decir (véase Problema 8-13), 

n - _ h = ti 

0 — u> L f i AB 

La pulsación de resonancia tu 0 es la media geométrica de cúi y cu 3 (véase Problema 8-6): 

w 2 y h = Vfif'% 
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En resonancia, las tres ramas del circuito paralelo de 
la Fig. 8-9 almacenan una energía constante. Teniendo en 
cuenta que cuando la intensidad de corriente por la bobina 
es máxima la tensión en el condensador es nula, y viceversa, 
podremos escribir ¿ LI^ X = {CV* n . Es decir, 

Q. = 4- = »'CR 



Fig. 8-9 


LUGARES GEOMETRICOS DE IMPÉDANCIAS 

El estudio de los circuitos que tienen un elemento variable se simplifica mucho mediante el análi¬ 
sis de los lugares geométricos de impedancias. Como I = VY y, normalmente, V es constante, el lugar 
geométrico de Y proporciona Ja variación de la intensidad I con el elemento variable del circuito. 

El circuito serie de la Fig, 8-10l» tiene una resistencia fija y una reactancia variable que podemos 
suponer toma valores cualesquiera, positivos o negativos. Si consideramos el plano Z con los ejes car¬ 
tesianos R y X, el lugar geométrico de la impedancia Z, para el circuito dado, es una recta paralela al 
eje X que corta al eje R en R 1( como indica la Figura 8-10(6). 



Fig.8-10 


En el plano Y, formado por los ejes cartesianos G y B y podemos determinar el lugar geométrico 
de la admitancia, 

Como Z = 1/Y 


Ri + jX 


I 

G + jB 


W 


Racionalizando e igualando las partes reales de (/), 


o bien 




G 

G 2 + B* 


G 2 - G/Ri + B* = 0 


(*> 


Sumando \/4R\ a ambos miembros de (2) y simplificando resulta. 


( g -2tJ + bs = (se) 1 (,) 

Esta Ecuación (J) representa una circunferencia, es decir, el lugar geométrico de Y es una circunferen¬ 
cia con centro eJ punto (1/2/2 1 , 0) y radio \/2R 1 . [Véase Figura 8-10(c).] 






















86 


RESONANCIA SERIE Y PARALELO 


[CAP. 8 


A cada punto del lugar geométrico de Z le corresponde un punto del lugar geométrico de Y. Los 
puntos del lugar de Z por encima del eje R se corresponden con los puntos de la semicircunferencia por 
debajo del eje G en el plano Y. Al punto + oo del lugar de Z le corresponde el origen del plano Y. Análo¬ 
gamente, los puntos del lugar geométrico de Z por debajo del eje R se corresponden con los puntos de 
la semicircunferencia por encima del eje G en el plano Y. Al punto — co del lugar de Z le corresponde 
el origen en el plano Y. Conviene observar las posiciones relativas de Zj e V¡. Las distancias de Z t e Yj 
a los orígenes respectivos son distintas, mientras que los ángulos que forman con el eje horizontal son 
iguales y de signo contrario. 

En el caso de una reactancia inductiva fija y una resistencia variable, como indica la Fig. 8-11 (a), 
el lugar geométrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el primer cuadrante del plano Z a una 
distancia X = X Li del origen. Por el mismo procedimiento que antes se obtiene la ecuación del lugar 
geométrico de Y: 

G 2 + (B + l/2X h )* = (1/2 X Ll )* (¿) 

El lugar geométrico de Y es, pues, una circunferencia de centro (0, - l/2X Li ) y radio l/2X Ll en el pla¬ 
no Y. [Véase Fig. 8-tl(c).] Sin embargo, como el lugar geométrico de Z, en la Fig. 8-11(6), es una se¬ 
mirrecta del primer cuadrante del plano Z el transformado del Jugar geométrico de Z, para este circuito, 
es únicamente la semicircunferencia del cuarto cuadrante del plano Y. 





Fig. 8-11 

En el caso de una reactancia capacitiva fija en. serie con una resistencia variable, como indica la 
Fig. 8-12(¿í), el lugar geométrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el cuarto cuadrante del 
plano Z a una distancia X — ~X Ci del origen. [Véase Fig. 8-12{6).] Por.el mismo procedimiento que 
antes se obtiene la ecuación del lugar geométrico de Y: 


G 2 + (B - l/2X Cl ) 2 = (1/2 X Cl ) 2 (5) 


El lugar geométrico de Y es, pues, una semicircunferencia de centro (0, l/2X Cj ) y radio \j2X Clt 
situada en el primer cuadrante del plano Y. [Véase Figura 8-12{c).] 


x 



¥ 


“Xr 


n 


\ \ \ ^ 

\ \ \ 

\ \ \ 


A. 


\ 


A. 


Lugar de Z 


(a) 


(4) Plano Z 



Fig. 8-12 
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LUGARES GEOMETRICOS DE INTENSIDADES DE CORRIENTE 

Consideremos el circuito paralelo de la Fig. 8-13 (a) con una rama constituida por la resistencia /?, 
y reactancia jX L fijas, y una resistencia R 2 fija y reactancia —jX c variable en la otra. La admitancia total 
de las dos ramas en paralelo es 


Yr = Yi + Y 2 

Sumando el lugar de Y 2 de la segunda rama al punto fijo Y t se obtiene el lugar de Y r , como muestra 
la Figura 8-I3(é). 



La intensidad de corriente viene dada por 1 = VY y, en la Fig. 8-13 (c), puede observarse cómo 
al sumar la intensidad fija I t a la corriente variable I 2 se obtiene el lugar geométrico de la intensidad 
total. Este diagrama muestra que existen dos valores de C para los cuales la intensidad de corriente total 
está en fase con la tensión V, 

Examinando la Fig. 8-13(c) se desprende cómo se puede dar el caso de que no exista ningún valor 
de C para el que el circuito entre en resonancia. Si el radio, 1/2R 2 , de la semicircunferencia del lugar es 
tal que la curva no corta al eje V, no existirá ningún valor de C que produzca resonancia, En los pro¬ 
blemas que siguen veremos más aplicaciones de estos diagramas de lugares geométricos. 


Problemas resueltos 


8-1 En un circuito serie RLC, R = 10 ohmios, L — 5 milihenrios yC = 12,5 microfaradios. Deducir 
la variación del módulo y del argumento de la impedancia del circuito en función de co en el in¬ 
tervalo O,8a> 0 a l,2w 0 . 

En resonancia, 

m = «o = Xi'JhC “ 1/V(6 X 10~ a )(12,5 X 10—«) - 4000 rad/a 
*l 0 = = 4000(5 X 10 -3 ) = 20 n 

*c 0 = V*oC = 1/(4000 X 12,5 X 10 ~ a ) = 20 fi 
Entonces, Z 0 = fí + HX Lq - X C(¡ ) = 10 + í(20 - 20) = 10¿0^ 

Ahora bien, X L = toL y X c ~ 1/íúC, con lo que XJX La = fo/oj 0 y X c ¡X Cc¡ — cajo). Por consiguiente, po¬ 
dremos calcular los valores de X Lt X c y Z para otras frecuencias. 

En la Fig, ¡M4(o) se da una tabla de reactancias e impedancías, y en la Fig. 8-14(6} se encuentra el diagrama 
pedido. 
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U 


X c 

Z 

! 3200 

16 

25 ' 

10 - 7*9 

13,4/—42° 

3600 

18 

22,2 

10-74,2 

10,8/-22,8 o ! 

4000 ' 

20 

20 

10 

10/0° 

4400 

22 

18,2 

10 4- ¿3,8 

10,7/20,8° , 

4800 ; 

24 

16,7 

10 + ¿7,3 

12,4/36,2° 


(«} 



8-2 Al circuito serie del Problema 8-1 se le aplica una tensión V — 100/0° voltios. Hallar la caída de 
tensión en cada elemento para io — 3600,4000 y 4400 radianes por segundo, Trazar los diagramas 
fase ríales de tensión para cada una de las frecuencias. 


Para » - 3600 rad/s, I = V/Z * (100/0/ 1/00,8 /-22,8° ) = 9,26 /22,8° . Entonces, 

V* = 9,26 /22,8° (10) = 92,6 /22,8* , V t = 9,26 /22,8° (18/90* ) = 167 /112,8° , 

V c = 206 /-67,2° 

Para o> - 4000 rad/s, 1 = (100/0/ )/<l0/Ü/ ) = 10/0/. Entonces, 

V* = 100/0/ , \ L = 10/0/ (20/90/ } = 200/90°, V c = 200 /-90° 

Para tu = 4400 rad/s, I = (100/0/ )/(10,7 /20,8° ) = 9,34 /-20,8° . Entonces, 

V* = 9,34 /-20,8° (10) = 93, 4/- 20,8° , V L = 9,34 /-20,8° (22/90° ) = 206 /69,2° , 

\ c = 170 /- 110,8° 

En la Fig. 8-15 se representan los tres diagramas fase ríales de tensión. Obsérvese que el módulo de la ten¬ 
sión en cada elemento reactivo de un circuito serie próximo a la resonancia puede ser muchas veces superior 
al de la tensión aplicada. 



Fig. 8-15 

g*3 La frecuencia de la tensión aplicada a un circuito serie de R = 5 ohmios, L = 20 milihenrios y 
una capacidad variable C es/= 1000 hertzios. Hallar el valor de C para la resonancia serie. 

En resonancia, las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, 2 tifL — J !2nfC> Por tanto, 


„ _ 1 1 = 1,11 *F 

C “ UW)® (20 X 10“ 3 }(2ir X 1000) 2 
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ÍW Aun circuito serie de R - 5 ohmios, C = 20 microfaradios y una bobina de autoinducción va¬ 
riable L se le aplica una tensión V = 10/0° voltios con una pulsación igual a 1000 radianes por 

segundo. Se ajusta el valor de L hasta que la caída de tensión en la resistencia sea máxima Hallar 
las caídas de tensión en cada elemento. 

Como V,, « /ti, la caída de tensión máxima en la resistencia tendrá lugar en resonancia, esto es, cuando 
la intensidad de corriente es máxima. En estas condiciones, las reactancias han de ser iguales; por consiguiente, 

X c ~ -Jq "* io00{20 x 10~ 60 x l ~ 50 íí 

y Z - R - 6/tP\ Ahora bien, I = V/Z = (10/05 )/(5/05) = 2¿0^_ con lo que 

V R = 2Z0^(5) = 10/05, V¿ = (2/01)(50/905) = 100/90° y \ c = 1 QQ /- 9 QO 

8-5 Hallar la frecuencia de resonancia, así como los valores de las frecuencias de media notenrí* rU 
un circuito serie RLC en el que R = 100 ohmios, L - 0,5 henrios y C = 40 microfaradios. 

tu 0 = \¡J~LC = l/ v /0,5(40 x 10" 6 ) = 224 rad/s, con lo que / 0 = tü 0 /2rt = 35,7 Hz (o c.p.s.). 

A la frecuencia inferior de media potencia, (o it la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva, la in¬ 
tensidad de comente es 0,707 de su valor máximo, y como I = V/Z, JZ| será 1,414 veces su valor para tu’= ¿u 0 . 
Ahora bien, Z = 100 para to = oj q , con lo que |Zj = 141,4 íl para <a = oí l . Por consiguiente, Z = 100 — 
Á x c - X L ) = 141,4/e, de donde eos 8 = RfZ = 100/141,4 = 0,707, 8 = -45°, Por otro lado, 

X c X^ — R o bien 1/u^C — u x L — R (jj 

Sustituyendo en (7) los valores dados y despejando tú x resulta <a 1 - 145 rad/s y f { = 145/2* = 23,1 Hz (o c.p.s.). 

A la frecuencia superior de media potencia, ú} 2 , la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva |Zl sigue 
valiendo 141,4 £1 y $ = +45°. En estas condiciones, 

X¡j' Xc “ ií o bien l/wjC — R 

Sustituyendo valores en (2) y despejando co 2 , resulta cu 2 = 345 rad/s y/ 3 ^ 55 Hz (o c.p.s.). Ahora bien, como 
0*0 es la media geométrica de íOj y a¡ 2 . 


«o = V«i ^2 = \/"l45 X 345 = 224 rad/s 

M Demostrar que la pulsación <y 0 de la frecuencia de resonancia de un circuito serie RLC es la media 
geométrica de las frecuencias inferior y superior de media potencia, ct*j y cu respectivamente. 

Como hemos visto en el Problema 8-5, l/o^C - cu,Z. = R para ü) ¡t y <o 2 L - \¡<a 2 C - R para o, Por 
tanto, 

1/ítíjC.— a>¡ L = (ü 2 L — l/o> 2 C 

Multiplicando por C y sustituyendo mg = 1/1C en {/) se obtiene 

1/ui - «|/oq = w 2 /<4 - l/« 2 o bien l/u x + 1/<j 2 = ( Ul + „ 2 )/ u 2 
de donde ~ ^^ 1^2 * 


8-7 La tensión aplicada a un circuito serie con R = 50 ohmios, L - 0,05 henrios y C = 20 microfa¬ 
radios es V - 100/05 voltios a una frecuencia variable. Hallar la tensión máxima en Ja bobina 
al variar la frecuencia. 

El módulo de la impedancia en función de tu es Z = Jr 2 + (toL - IftaC) 2 . Por tanto, el módulo de la 
intensidad de corriente es / = Vj^/R 1 + (wL - 1/cuC) 2 . 

El módulo de la tensión en L es 


V L = *iLI - a LV/VR^+ ( u L - 1/ W C)2 (i) 

Hallando la derivada dVJdta en la ecuación (/), igualándola a cero y despejando el valor de m, se deduce dicho 
o> para el que V L es máximo. 

dV l d 

~ - 2 L/C + l/^C 4 )-»^ 


_ (^ a + ~ 2L/C + IfJi&yMLV - itfLV^CR 3 + - 2L/C + l/ w »C2)“i/8(2«L* - 2/« 3 C*) 


R » + tHA ~ 2L/C + l/w»C7» 


<*) 
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Sacando factor común LV{R 2 + cü 2 £ 2 — 2L¡C + l/ct> 2 C 2 )“ 112 en (2), e igualando a cero el numerador resulta la 
ecuación 

R 2 - 2 LfC + 2/w 2 C 2 = 0 


de donde « * yj 2 LC~R 2 C 2 1/V&C y 2 - RUC/L 

Ahora bien, como 2o = <o 0 L/R = \/<o 0 CR, Ql — L/R 2 C; sustituyendo en (i) 

= rjsü 

" VLcywn-i 

Sustituyendo los valores dados en la ecuación (i), 


(i) 


U) 


« 


4 


2(0,05X20 x 10“°) - (50 x 20 x lo* 8 ) 2 


1414 rad/s 


Es decir, = toL = 1414(0,05) * 70,70,^ = 1/tuC - 1/(1414 x 20 x 10 - *) «* 35,4QyZ = 50 + >(70,7 - 
35,4) = 50 + y’35,4 = 61,2/35,3° íl. Entonces, 1 = V/Z = 100/61,2 = 1,635 A y 


- 1,635(70,7} = 115.5 V 

La ecuación (4) indica que para Q grande, la tensión máxima en L ocurre cuando (ú 0 se 1/^/Zc. Para va- 
lores grandes de Q las tensiones máximas en R y C $e obtienen para to = a> 0 . Para valores pequeños de Q, V c 
es máxima por debajo de o>o y lo es por encima. (Véase Problema 8-28.) 


8-8 El circuito de la Fig. 8-16 representa la conexión en paralelo 
de un condensador y una bobina, siendo R L la resistencia 
óhmica de esta última. Hallar la frecuencia de resonancia 
det circuito. 

La admitancia total del circuito es 


Y r 


+ júilj 

Rl . 

R 2 l + ¿L 2 


+ j<aC 
+ j( «C 


'(“ C Rl + u*L‘) 



Fig. 8-16 


En resonancia, la parte imaginaría es cero; por tanto. 


u 0 L 


Rl + 


— 0¡qC 


de donde 



Si la resistencia de la bobina es pequeña comparada con cj q L, Ea frecuencia de resonancia viene dada por 

i/JIc. 


8-9 Hallar la pulsación co 0 de la frecuencia de resonancia del cir¬ 
cuito de dos ramas en paralelo representado en la Fig. 8-17. 
Si se aumenta el valor de la resistencia de la rama RC, ¿cuál 
será el valor máximo para el que puede existir resonancia? 

1 l R * ~ L/C 

“ Víü? V *C - t/c 

1 _/ 6 2 - IQ-V^IO ^) 

\/l0- a X 20 X 10-® V 42 " 10-V(20 X 10^°} 

— 4640 rad/s 



Fig, 8-17 


El valor del numerador del subradiqal es 36 — 50 = —14, Por tanto, dicho subradical tiene una raíz real 
si el denominador es negativo, es decir, si R^ < L/C o bien R c < 7,07 fl. Cuando Re tienda a 7,07 fl, la pulsa¬ 
ción co 0 tiende a infinito. 

Si lo que se aumenta es el valor de R L , la pulsación <u 0 tiende hacia cero cuando R L se aproxima a 7,07 ÍL 
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8-10 Hallar los valores de L para los que la pulsación de la fre¬ 
cuencia de resonancia del circuito de la Fig. 8-18 es <o = 5000 
radianes por segundo. 

La admitancia total es 

Y = —i— + —í— 

2 + jX L 5 - ;10 

- f _g_ + 5 ^ + J 10 X l \ 

\4 + Xl I2S; T \ 125 4 +X 2 J 

Igualando a cero la parte imaginaria, 

10/126 = XJ{4+XÍ) o bien X\ - 12,5X L + 4 = 0 (j) 

Las raíces de (7) son X L = 12,17 y X L = 0,33. Sustituyendo estos valores en la expresión X L = col, se obtienen 
las condiciones de resonancia del circuito, L = 2,43 mH y ¿ = 0,066 mH. 



8-11 


Hallar el valor de C para el que entra en resonancia el cir¬ 
cuito de la Fig. 8-19 con o) = 5000 radianes por segundo. 

Y - — ~ — +- 1 _ 

8 + jfl 8,34 - jX c 

= (J- + —W > + jf X c _ J_\ 

\ 100 69,6 + X%) *{$9,5+ X* 100 ) 



En resonancia, la admitancia compleja es un número real. Por tanto, 

*■¿{69,5 + Xl) = 6/100 y X 2 C - 16,7^ + 69,5 «= 0 


Fig. 8-19 



de donde X c — 8,35 11. Sustituyendo este valor en X c — \joyC y despejando C resulta C = 24 pF. 


8-12 Hallar el valor de R L y R c que hacen entrar en resonancia 
al circuito de la Fig. 8-20 cualquiera que sea la frecuencia. 

La pulsación de la frecuencia de resonancia del circuito es 


«o 


1 

Vlc 



en donde puede tomar cualquier valor siempre R* = — L/C. 

Como L/C = (2 x 10-*)/(80 x 10" 6 ) ^25, 



Fig. 8-20 


— Rc — ^26 — 60 

Se deja como ejercicio comprobar este resultado para valores de co comprendidos entre 2500 y 5000 rad/s. 


8-13 Demostrar que en un circuito serie RLC el factor de calidad Q 0 = (üqL/R = fJAB. 


A las frecuencias de media potencia la reactancia es igual a la resistencia. 

A la frecuencia inferior de media potencia la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva. Por tanto, 

l/2w/iC — 2vfiL - R de donde = ~ R + ^ r + 

4 wL* 

A la frecuencia superior de media potencia la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva. Por tanto, 


2*/ a L - 1/2 jt/ 3 C = R 


de donde 


/ 2 “ 


R + yfR? + 4L/C 

4 *L 


Como AB = f 2 — fu el ancho de banda es AB = R¡2nL. En resumen, 


Qo = / 0 /AB - 2irf ü L/R - ^L/R 
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8-14 Hallar el valor del factor de calidad Q 0 de un circuito serie con R = 20 ohmios, L = 0,05 hen- 
rios y C = 1 microfaradio utilizando cada una de las siguientes expresiones para Q 0 : oí 0 L/R, 
\¡a) 0 CR y fJAB. 

La pulsación de la frecuencia de resonancia es n> 0 — 1/^/Zc = t/^/0,05 x 10“* = 4470 rad/s, con lo 
que = u> 0 /2te = 712 Hz, Por tanto, 

Q 0 = a> 0 L/R = 4470(0,05)/20 = 11,2 

o bien £>„ = 5 f(ú a CR = 1/(4470 x 10 J(| x 20) =11,2 

En el Problema 8-13, para La frecuencia inferior de media potencia, l/2jt/i<r — = R. Sustituyendo, 

1/(2*/, x 10~ 6 ) - 2^ (0,05) = 20 y f t = 681 Hz 
Para la frecuencia superior de media potencia, Inf^L — 1/2ti/ 3 C = R. Sustituyendo, fi = 745 Hz. 

Por consiguiente, AB = (745 — 681) y, entonces, 

Q 0 =/ 0 /AB = 712/(745 - 681) = 11,1 


8-15 Obtener el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu¬ 
ra 8-21 (o) que tiene una reactancia inductiva variable X L . 

El lugar geométrico de Y es una semicircunferencia de radio r = 1/27? = 0,1, como indica la Figura 8-21(6), 



f ig.8-21 

En estas condiciones, e! lugar geométrico de la intensidad de corriente se obtiene de la expresión I = VY, 
en donde V = 50/0° voltios. El lugar geométrico de la intensidad es análogo al correspondiente de Y y tiene 
un valor máximo de 10 A cuando X L = 0, [Véase Figura 8-21 (c).] 


8-16 


Obtener el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu¬ 
ra 8-22 (éí) que tiene una resistencia variable R y una reactancia capacitiva fija. 

El lugar geométrico de Y es una semicircunferencia de radio r = 1/2,Y C = 0,1, como indica la Figura 8-22(6), 




Fig. 8-22 

El lugar geométrico de la intensidad de corriente se obtiene de la expresión 1 ~ VY, en donde V 
voltios. La intensidad tiene un valor máximo de 10 A para R = 0, [Véase Figura 8*22 (c).] 


= 50/0' 
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8-17 Hallar el valor de R L para el que existe resonancia en el circuito de la Fig, 8-23(¿ 7 ). Trazar el lugar 
geométrico de Y y explicar los resultados obtenidos. 

La admitancia total es 


Y r 


R l + iio 


+ 


1 

4-j‘5 


( 


Rl 

R\ + 100 



10 

R\ + 100 


) 


En resonancia, la parte imaginaria de Y debe ser nula, es decir, 5/41 = 10 /{Rl + 100), de donde = - 18. 
Por tanto, no existe ningún valor de R L que dé lugar a resonancia. 




Fig.8-23 


La admitancia de la rama fija es 1/(4 - /5) = 0,0976 + /0,122, El radio de la semicircunferencia corres¬ 
pondiente al lugar geométrico de esta rama variable es r = 1/2 X L = 1/20 = 0,05, con lo que su diámetro es 
0,10. Como la susceptancia capacitiva de la rama fija es 0,122, el lugar geométrico de la rama variable no corta 
al eje real y, en consecuencia, no es posible eJ fenómeno de la resonancia. 


8*18 Trazar el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Fig. 8 - 24 (¿ 7 ) 
y hallar el valor de R c para el que la diferencia de fase entre V e I sea de 45°. 

La admitancia de la rama fija es \¡R = 0,1 U. EJ radio de la semicircunferencia del lugar geométrico de 
la rama RC es r = \¡2X C = 1/8 = 0,125. [Véase Figura 8-24(A).] 



Fig. 8-24 



(c) Lugar de 


En la Fig. 8-24{c) se observa que la intensidad está adelantada respecto de la tensión un ángulo de 45 c en 
el punto indicado. Las partes real e imaginaria de Y T deben ser iguales. Como 

4 


Y t = 


( 0, ‘ + + is) + j (r! + ie) 


0,1 + 


Rc 

Rc + 16 


4 

R% 4- 16 


de donde R c — 2 fi 
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8-19 


En el Problema 6-18 se ha estudiado el circuito de 
la Fig. 8-25. Se obtuvo que el valor absoluto de 
\ ab es constante e igual a V AB = \V, y que el fasor 
\ ab está retrasado respecto de la tensión aplicada V 
un ángulo 26, siendo 9 = are tg coL/J?. Represen¬ 
tar gráficamente estos resultados. 



Fig. 8-25 


En la primera rama, Z = 2/í, Y - 1/2R y la intensidad 
de corriente es \ A = V/2 R. La caída de tensión en la resis¬ 
tencia es 

V* = I* = V/2 


la) 


<í» 


V 






N 


A 

Fig.8-26 


M 


El diagrama fasorial de la Fig, 8-26 muestra las ten¬ 
siones V,- v Vuí siendo A el punto medio de V, „ . , 

El lugar geométrico de la admitancia Y de la segunda rama es una semicircunferencia. Por tanto, e ugar 

Geométrico de la intensidad de corriente es, asimismo, una semicircunferencia, como representa la Fig. - U- 
En el diagrama fasorial de tensiones aparece la caída de tensión en la bobina, V BN , y la corr ^ P ^[“ C 'Y 1 ’ 
V La tensión V es la suma de ambas caídas de tensión. Obsérvese que I fl esta retrasada 90 respecto de V ÍN . 



Fig.8-27 





Fig. 8-28 


Las tensiones V„ y V„ son siempre perpendiculares, cualquiera que sen el valor de L. Al variar L desde 
n . * _ o o- traslada de M a N por la semicircunferencia dei lugar. 

En X 8-28 se han superpuesto los dos diagramas fasoriales de las Figs. 8-26(6) y 
ciar que el radio de la semiciKunferencia es V,., que vale iVy que pe™ constante en m ódu ,o. Además, 
el ingula <g de retraso de V.. respecto de V es igual a 26, en donde 9 = are tg tuL/*. 


8-M El lugar geométrico de la intensidad de corriente total que circula por un circuito Parale'ode 
0 dos ramas se ha representado en la Fig. 8-29. Determinar los elementos de cada rama especificando 

qué elemento es variable. 




Fíg. 8-29 


Fig.8-SO 
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En el punto inferior de la semicircunferencia la intensidad de corriente que circula por la rama variable es 
nula. Por tanto, en este punto la corriente total circularía enteramente por la rama 1 cuyos elementos son fijos. 
Ahora bien, esta corriente está retrasada respecto de la tensión, con lo que la rama fija deberá contener una re¬ 
sistencia R x y una bobina L x . 

La semicircunferencia del lugar geométrico de la intensidad que circula por la rama 2 indica que la corrien¬ 
te está en fase con la tensión en su valor máximo. En los otros puntos del lugar, I 2 está retrasada respecto 
de V, Por tanto, la rama 2 contiene uoa resistencia R 2 y una bobina de autoinducción variable como se in¬ 
dica en la Figura 8-30. 


Problemas propuestos 

8-21 La tensión aplicada al circuito serie RLC de la Fig. 8-3! es v = 70,7 sen (500/ + 30°) voltios y la intensidad de 
la corriente que circula vale / = 2,83 sen (500/ +- 30 a ) amperios. Hallar los valores de i? y de C. 

Sol R = 25 íl; C= 8 ¿iF. 




8-22 En el circuito de la Fig, 8-32 la impedancia de la fuente es 5 + J3 ohmios y su frecuencia 2000 hertzios. ¿Para 

qué valor de C la potencia disipada en la resistencia de 10 ohmios es máxima? 

Sol C = 26,6 fiF; 111 W. 

8-23 El ángulo de fase de un circuito serie RLC con L - 25 miUhenrios y C = 75 microfaradios a la pulsación 
tú = 2000 radianes por segundo es de 25° en retraso, ¿A qué pulsación el ángulo de fase es de 25° en adelanto? 
Hallar íü 0 . Sol tu = 267 rad/s; — 730 rad/s. 

8-24 La tensión aplicada a un circuito serie RLC con L — 0,5 líennos es v = 70,7 sen (500 + 30°) voltios y la inten¬ 
sidad de la corriente que circula vale i = 1,5 sen (500/) amperios. Hallar los valores de R y de C. ¿Cuál será 

la pulsación tu 0 de resonancia del circuito? Sol. R = 40,8 Q; C - 8,83 /iF; oj 0 — 476 rad/s. 

8-25 A un circuito serie con R = Í0 ohmios, L = 0,2 henrios y C = 40 microfaradios .se le aplica una tensión de 
frecuencia variable. Calcular las frecuencias/ lt / 0 y/ 2 a las que la corriente está, respecto de la tensión, adelan¬ 
tada y retrasada 30°, en fase, respectivamente. Sol f x = 54,0 Hz;/ 0 = 56,3 Hz;/ 2 = 58,6 Hz (o c.p.s.). 


8-26 


El ángulo de fase de un circuito serie RLC con /? = 25 ohmios y L ~ 0,6 henrios a una frecuencia de 40 hertzios 
es de 60° en adelanto. Hallar la frecuencia de resonancia del circuito. Sol. / 0 = 45,4 Hz (o c.p.s.). 


8-27 En el circuito serie de la Fig. 8-33 se varía la frecuencia hasta que 
la tensión en el condensador sea máxima. Si la tensión eficaz aplica¬ 
da es de 100 voltios, calcular la tensión máxima en el condensador 
y la pulsación a la que tiene lugar. 

Sol. V c = 115,5 V; o = 707 rad/s. 

8-28 El factor de calidad del circuito serie del Problema 8-27 es, como 
se ha visto, Q 0 = (ú 0 L/R = 1. Tomando el valor R = 10 ohmios, 
con lo que Qo = 5, hallar la pulsación a la cual la tensión en el 
condensador es máxima, Repetir el problema para R - 5 ohmios. 
Sol cu - 990; 998 rad/s. Nota. Para Q„ £ 10 se puede suponer 
que las tensiones máximas en R, L y C ocurren todas a la 
frecuencia de resonancia f 0 o pulsación cú 0 . 
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8*29 Para poner de manifiesto el efecto del factor de calidad Q sobre el módulo de la intensidad de corriente a fre¬ 
cuencias próximas a la de resonancia trazar las gráficas de variación de Y con respecto a oí para los siguientes 
circuitos: Circuito 1: R — 5 ohmios, L — 0,05 henrios y C = 20 microfaradios. Circuito 2: R = 10 ohmios, 
L = 0,05 henrios y C = 20 microfaradios. 

8*30 En el circuito paralelo de la Fig, 8-34, L — 0,2 henrios y C = 30 microfaradios. Hallar la pulsación de reso¬ 
nancia si R l = 0 y compararla con la que resulta para R = 50 ohmios. Sol ío 0 = 408; oj 0 - 323 rad/s. 



8-31 Hallar la frecuencia de resonancia / 0 del circuito paralelo de la Figura 8-35, 

Sol f 0 = 159 Hz (o c.p.s.}. 

8-32 En el Problema 8-31. ¿para qué valor de una resistencia que se colocara en serie con el condensador resultan;, 
una frecuencia de resonancia de 300 hertzios? Sol. R c = 6 Í2. 

8-33 Hallar el valor de R L para el que el circuito paralelo de la Fig. 8-36 entra en resonancia. 

Sol. R l = 12,25 íi. 

8-34 ¿Para qué valor de X L entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 8-37? Trazar el lugar geométrico de Y 
y explicar el resultado. 




Fig. 8-37 Fig. 8*38 

8-35 Hallar el valor de R c para el que el circuito paralelo de la Fig. 8-38 entra en resonancia. Trazar el lugar 
geométrico de Y y explicar el resultado. Sol. R c ~ 0. 

8-36 El circuito paralelo de la Fig. 8-39 entra en resonancia para X c = 9,68 ohmios y X c — 1,65 ohmios. Determinar 
el fasor intensidad de corriente total para cada valor de la reactancia capacitiva. 

Sol 1,83/0^ A; 3,61/tT A. 



Fig. 8-39 Fig. 8-40 

Sol R c — 6 Í2. 


8-37 ¿A qué valor de R c entra en resonancia el circuito paralelo de la Figura 8-40? 
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8-38 La tensión aplicada a un circuito serie formado por una reactancia inductiva fija X L - 5 ohmios y una resisten¬ 
cia variable es V = 50/0° voltios. Trazar los lugares geométricos de la admitancia y de la intensidad de co¬ 
rriente. 

8-39 A un circuito serie formado por una resistencia fija R = 5 ohmios y una capacidad variable C se le aplica la ten¬ 
sión V - 50/0° voltios. Trazar los lugares geométricos de la admitancia y de la intensidad de corriente. 

&40 En el circuito paralelo de la Fig. 841 la autoinducción de la bobina puede variar sin limites. Trazar e) lugar geo¬ 
métrico de la admitancia y demostrar que no es posible la resonancia. 



Fig. 8*41 Fig. 8-42 Fig. 8-43 


841 El circuito de la Fig. 842 entra en resonancia para dos valores de la capacidad del condensador C a la pulsa¬ 
ción tu = 5000 radianes por segundo. Calcular ambos valores de C y trazar el lugar geométrico de la admitancia. 
Sol. 20,6 /iF; 121 ^F. 

842 En el circuito paralelo de la Fig, 843 la intensidad de corriente l T está retrasada respecto de la tensión aplicada 

un ángulo de 53,1° cuando R = 0. Si R = oo (circuito abierto}, I r adelanta el mismo ángulo respecto de la ten¬ 
sión. Trazar el lugar geométrico de la admitancia y explicar eí resultado. ¿A qué valor de R entraría en reso¬ 
nancia el circuito? Sol . R — 6,25 íí. 

843 Hallar el valor de R para que entre en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 844 y trazar e! lugar geo¬ 
métrico de la admitancia explicando el resultado. 

844 En el Problema 843, ¿qué cambio en la reactancia inductiva hace posible la entrada en resonancia para algún 
valor de la resistencia variable R? Sol. X L ^ 8,2 Í2. 

845 Hallar el valor de R para el que entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig. 845 y trazar el diagrama 
de su lugar geométrico. Sol. R = 5,34 O. 



Fig. g.44 Fig. 8-45 Fig* * *6 


846 En el circuito paralelo del Problema 8-11 se conseguía la resonancia variando la capacidad de C. Mediante el 
diagrama del lugar geométrico de la admitancia explicar por qué se obtuvo un solo vaior de C en lugar de dos 

para la resonancia. 

847 El circuito paralelo de la Fig. 8-46 se consigue entre en resonancia variando el valor la autoinducción L de la 
bobina. Construir el diagrama del lugar geométrico de la admitancia y determinar los valores de L para la re¬ 
sonancia si tu = 5000 radianes por segundo. Sol. L = 2,43; 0,066 mH. 

848 En el diagrama del lugar geométrico de ha admitancia del Problema 8-47 hallar el valor de L para el cual la 
intensidad de corriente total es minima. ¿Cuál será el módulo de esta intensidad si el valor eficaz de la tensión 
aplicada es 100 voltios? SoL L " 2,95 mH; /r “ 5*1 A. 
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8-49 En el Problema 8-47 aplicar una tensión V = 150/75° voltios 
y obtener I r para cada valor de L que origine la entrada en 
resonancia del circuito, 

Sol. l r = 7,98/75^ ; 78,9/75^ A. 

8-50 En el circuito de fase variable de la Fig. 8-47 Ja fase de la 
tensión puede variar desde 10° hasta 170° en retraso, A la 
frecuencia de 60 hertzios, ¿cuál será el margen de variación 
de R¡ que produce la citada variación de fase? 

Sol. 46,4 a 6080 Í2. 



Ffc.S-47 


8-51 En cada una de las Figs. 8-48(«), (¿) y (c) se encuentran los diagramas de los lugares geométricos de las inten¬ 
sidades de comente total de tres circuitos que contienen un elemento variable cada uno. Obtener el circuito a 
que corresponde cada uno de ellos. 




Sol. ( a) Un circuito paralelo de dos ramas. Rama 1: R y X c fijas; rama 2: R fija y X c variable, 

[6) Un circuito paralelo de tres ramas. Rama I; R y X c fijas; rama 2; X c fija; rama 3; R fija y X h variable, 
(c) Un circuito paralelo de dos ramas. Rama 1: R y X c fijas; rama 2: X L fija y R variable. 


8-52 Determinar el circuito correspondiente al lugar geométrico 
de intensidad de comente representado en la Fig. 8-49 sa¬ 
biendo que (ü = 2000 radianes por segundo. 

Sol. Rama I: R = 7,07 fi; L = 3,54 mH. 

Rama 2: R = 7,07 D; C = variable. 



V = 


8-53 En la Fig. 8-50 se encuentra el diagrama del lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por un 
circuito paralelo de dos ramas. ¿Qué cambio en la rama RL hace que el punto A se encuentre sobre el fasor 
tensión? Sol. X L = 5,78 íí. 




8-54 En la Fig. 8-51 se encuentra el diagrama del lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por un 
circuito paralelo de tres ramas. Determinar todas las constantes del circuito sabiendo que cu - 5000 radianes 
por segundo. 

5c?/, Rama 1; R = 8,05 Q: L = 0,423 mH. Rama 2: R = 4,16 íl; C - 27,7 ^F. Rama 3; L = 2.74 mH y 
R variable. 
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Capítulo 9 

Análisis de un circuito por el método 
de las corrientes de malla 

i 

INTRODUCCION 

Las fuentes de tensión en un circuito eféctrico originan unas corrientes en las ramas que, a su vez, 
dan lugar a unas caídas de tensión en los componentes de las mismas. Resolver un circuito consiste en 
hallar las intensidades, con su sentido de circulación, en cada una de aquellas ramas o bien determinar 
las caídas de tensión en cada uno de dichos componentes. 

METODO DE RESOLUCION POR LAS CORRIENTES DE MALLA 

Para aplicar este método se eligen, en primer lugar, Ja20S cerrados o mallas, asignándoles una co¬ 
rriente eléctrica. Estos lazos o mallas se llaman corrientes cíclicas de Maxwell o simplemente, corrientes 
de malla, como se representa en la Fig. 9-1. Acto seguido, se escriben las ecuaciones de la segunda ley 
de Kirchhoff para cada malla tomando las intensidades de aquellas corrientes como variables desco¬ 
nocidas, I lt I 2 e I 3 , en el ejemplo, y se resuelve eí sistema de ecuaciones así formado. La corriente en cada 
rama se halla mediante la primera ley de Kirchhoff y es o bien una corriente de malla (caso en que la 
rama solo pertenezca a una malla) o bien una combinación algebraica de dos corrientes de malla (caso 
en que la rama sea común a dos mallas). 


V* 


Por ejemplo, la corriente en el elemento Z A es I lt y la corriente en Z B es Ij - I 2 si l l es mayor que 1 2 
o bien I 2 — I ( en caso contrario (el sentido de circulación es el correspondiente a la mayor intensidad 
de las dos mallas contiguas). La caída de tensión en un elemento cualquiera del circuito es el producto 
de la impedancia compleja del mismo por el fasor intensidad de corriente que lo atraviesa (el borne del 
elemento por donde entra la flecha del sentido de la intensidad está a más tensión que por donde sale). 

Vamos a obtener el sistema de ecuaciones del circuito de tres 
mallas independientes de la Fig. 9-1 aplicando a cada malla la se¬ 
gunda ley de KirchhoíT. En la Fig. 9-2 aparece la primera malla 
aislada y se ha de verificar que la suma de tas fuerzas electromotrices 
o subidas de tensión es igual a la suma de las caídas de tensión. 

z A i x + z B a l -i 2 ) = v, </) 

La segunda malla no contiene fuente de tensión alguna; por tanto, 
la suma de las caidas de tensión a lo largo de ella es cero. 

Z C I 2 + Z D (1 2 + I 3 ) + Z P (I 2 - h) = 0 (2) 

Para la tercera malla tendremos, 

Zeh + ZdU + h) = V B ' (i) 





Fig. 9-2 



Fig. 9-1. Corrientes de malla en un circuito 
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Es decir. 


ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO 

(Za + ZuJIi - ZbI 2 

-2 b Ii + (Zb + Z c 4- Z|>)I¿ H- 

Z|>l2 4" 


DE LAS CORRIENTES DE MALLA 

[CAP. 9 


= Va 

{!') 

ZdIj 

- 0 

(2') 

(Zd + ZeJIg 

= V B 

(*') 


Este sistema de ecuaciones se puede obtener directamente. Para ello, consideremos la primera malla, 
que aparece en la Fig. 9-2. La corriente I } tiene el sentido de las agujas del reloj y las caídas de tensión 
en todos los elementos de esta malla son todas positivas. Ahora bien, por Z B también circula la corriente 
I 2 de la segunda malla, pero con sentido opuesto a I t , Por tanto, la caída de tensión en Z B debida a I 2 
es -Z B Í 2 . La caída de tensión es positiva por tener el mismo sentido que 1^ En estas condiciones, 
aplicando la segunda ley de KirchhofT a la primera malla se obtiene la ecuación (!'). Análogamente, 
resultan las Ecuaciones ( 2 ') y (i'}. 

Los términos caída y subida de tensión o potencial son más propios de los circuitos de corriente 
continua (c.c.) en los que su significado es más claro que en los de corriente alterna fc.a.J, en donde los 
valores instantáneos de tensión y de intensidad de corriente son unas veces positivos y otras negativos. 
La segunda ley de KirchhofT en régimen permanente senoidal aplicada a una malla o lazo cerrado dice: 
La suma geométrica de los fasores de tensión de las fuentes activas de la malla es igual a la suma geomé¬ 
trica de los fusores de caídas de tensión en las impedancias de la malla. 


ELECCION DE LAS MALLAS 

La solución de un circuito por el método de las corrientes de mallas se simplifica extraordinaria¬ 
mente eligiendo bien las mallas a considerar. Por ejemplo, supongamos que en el circuito de la Fig, 9-1 
solo es necesario conocer ta corriente que circula por la impedancia Z B ; lo más cómodo será resolver 
el problema de forma que por Z B no circule más que una corriente de malla, es decir, que dicha impe- 
dancia no pertenezca mas que a una malla. En estas condiciones, solo habrá que determinar el valor 
de la corriente de malla I¡. En la Fig, 9-3 se pueden observar las nuevas mallas elegidas. 


v. 


V* 



Fig. 9-3 

El sistema de ecuaciones correspondiente a tal elección de mallas es 

(Za + Zb)Íi + ZaÍí = Va 

Z A I } -T (Za + Zc + Zd)Í2 4- ZdI 3 = V A 

Z D I 2 f {Z* + Z E )I 3 = Ve 

En cualquier caso, por cada elemento del circuito debe circular al menos una corriente de malla 
y no tiene por qué haber dos ramas con la misma corriente o igual combinación algebraica de corrientes. 
En el párrafo siguiente vamos a ver el criterio que permite saber el número mínimo de mallas independien¬ 
tes para resolver un circuito. Si el número de mallas que se adoptan es menor que el necesario, el sis¬ 
tema de ecuaciones no es válido. 
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NUMERO MINIMO DE MALLAS INDEPENDIENTES 

Si el circuito es plano y sencillo, el número de mallas necesario se deduce fácilmente a simple vista. 
Para circuitos más complejos es preciso tener algún criterio que proporcione el número de ecuaciones 
linealmente independiente, necesario para resolver el circuito en cuestión. 


p-WVWH 



Fíg. 9-4. Un circuito, su grato y su árbol 


En la Fig. 94(¿>) se representa el grafo de! circuito que figura a su izquierda, (a); los nudos se han 
sustituido por círculos pequeños y las ramas por líneas. La Fig. 94(c) muestra un posible árbol del grafo 
que solo contiene ramas que no forman malla o lazo cerrado. Sin embargo, este árbol no es único. Las 
líneas de trazo continuo se llaman ramas del árbol y las de trazos, ramas de enlace. Cada una de las ramas 
de enlace forma una malla única con las ramas del árbol. El número de mallas necesario de un circuito 
es igual al número de ramas de enlace; en el ejemplo que consideramos, este número es cuatro. 

Se llega al mismo resultado anterior haciendo unos cortes en las ramas del circuito de manera que 
cada uno de ellos abra una malla. Cuando no quede ninguna malla sin abrir, el número de cortes efec¬ 
tuados es el número de mallas independientes a considerar. 

Otro criterio consiste en contar el número de ramas y el de nudos del circuito. El número de mallas 

o lo que es igual, el de ecuaciones del sistema es: 


número de ecuaciones = número de ramas — (número de nudos — 1 ) 


Por ejemplo, en el circuito de la Fig. 94(a) hay siete ramas y cuatro nudos. El número de mallas indepen¬ 
dientes es 7 - (4 - 1 ) = 4, como ya hemos visto. 


PLANTEAMIENTO DIRECTO DEL SISTEMA DE tCUACIuNES DE MALLAS 

Las ecuaciones correspondientes a un circuito de tres mallas son, en notación general. 


Zuli ± Z»h ± Zula = Vx 

± Z21I1 + Z22I2 — Z23I3 — Va 

± Zaili — Z 32 I 2 + Z¡)al3 — Ya 


El coeficiente Z¡ t se llama impedancia propia de la malla uno y es la suma de todas las impedancias 
del lazo por las que circula la corriente de intensidad I t . Los coeficientes Z 22 y Z 33 son las impedancias 
de las mallas dos y tres, respectivamente. 

El coeficiente Z 12 se llama copedancia de las mallas uno y dos y es la suma de las impedancias co¬ 
munes a los dos lazos, uno y dos, por los que circulan las corrientes de intensidades I t e í 2 , respectiva¬ 
mente. Es evidente que Z l2 = Z 2: . Los coeficientes Z 13 = Z i( , Z 23 - Z 32 son, análoga y respecti¬ 
vamente, las copedancias de las mallas uno y tres, y dos y tres. El signo de las copedancias es positivo 
o negativo, según que las dos corrientes de malla sean del mismo sentido o de sentidos contrarios. 
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El término independiente V t es la suma algebraica de las tensiones de las fuentes de la malla uno., 
Cada tensión de fuente se considera con un signo que es positivo si el sentido de la corriente que pro¬ 
duce, del polo negativo al positivo, coincide con el de la corriente de malla, y negativo en caso contrario. 
Los términos independientes V 2 y V 3 son las sumas algebraicas de las tensiones de las fuentes de las mallas 
dos y tres, respectivamente. 

Ejemplo 1. 

Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de ma¬ 
lla del circuito representado en la Figura 9-5, 

En el esquema del propio circuito se han señalado las 
corrientes de malla a considerar. Como en la malla uno no 
existen fuemes de tensión, el término independiente de la pri¬ 
mera ecuación dd sistema es cero 

4 K > 8 ) +( 4 - 4 ) 10 + ( 4 - 4)5 = 0 

La fuente 5/30' de la malla dos hace circular una corriente de 
sentido contrario a la cíclica de su malla, razón por la cual se 
ha de considerar con signo menos. 

+ <4 - 4)8 + (4 - 4)10 ^ ) 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la tercera malla se 
deduce 

4(3 + ;4) + (4 - 4)5 + (4 - 4)8 = 

Agrupando términos resulta el sistema de ecuaciones siguiente: 

(16-¿8)4 - 104 “ 54 = 0 

-104 -I- (18+ ¿4)4 - 84 = -(5/30°) 

-54 - 84 + (le+ ¿4)4 = -ao/o°) 

Comparemos este sistema de ecuaciones del circuito dado con el dd circuito de tres mallas general. La im- 
pedancia de la malla uno es Z M = (5 + 10 - ¿8) = 15 -¿8. La copedancia de las mallas uno y dos es 
Z l2 = Z 2 , = 10; ahora bien, como I 2 e 4 son de sentido contrario circulando por la misma impedancia, Z 13 
lleva signo menos. Análogamente, la copedancia Z u = —5, Obsérvese que Z í2 = Z 2 i, Zj 3 = Z 31 y Z 2J = Z 33 . 

La fuente de tensión de la malla dos es 5 /30° y lleva un signo menos porque hace circular una corriente de 
sentido opuesto a la de malla correspondiente, como ya indicamos. Cada término dd sistema de ecuaciones ob¬ 
tenido tiene su imagen en el sistema más general. 


/4 



6 /30° 


Fig. 9-5 


matrices 

Una matriz es una disposición ordenada de entes (números, funciones, etc.) en filas y columnas, 
encerrada entre corchetes, y que obedece a ciertas reglas o álgebra. En la matriz 


A 


Gil Q12 Gis 1 * ■ Gi» 
flzi &22 . * * flín 


drnl ftmg » * * ttmn 


los números a {j se llaman elementos de la misma. El elemento a¡¡ pertenece a la fila i y a la columna j. 
Esta matriz consta de m filas y n columnas y, por ello, es de orden «m x n» y se llama «matriz A» t o 
«matriz A tn x /a», o bien «matriz m x n [g í2 ]». 

La condición necesaria y suficiente para que dos matrices sean iguales es que tengan idénticos sus 
elementos correspondientes! es decir, una matriz ha de ser copia exacta de la otra para que sean iguales. 
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SUMA ALGEBRAICA DE MATRICES 

Dos matrices del mismo orden se pueden sumar o restar, es decir, son conformes respecto de la 
suma algebraica. 

La suma (resta) de dos matrices m x n, A = [a^] y B — {b t ¡\ es otra matriz C cuyos elementos 
son la suma (resta) de los correspondientes de A y B. Por Tanto, A ± B = [o (j ± 6 íjf ], 


Ejemplo 2. Si A = 


A + B - 


14 0 
2 7 3 


B = 


6 2 5 
0 1 1 


Ja suma 


1+5 

4 + 2 

0 + 6 


6 6 

1 

6 

2+0 

7 + 1 

3 + 1 


2 8 

4 


y ta diferencia A — B = 


-4 

2 


2 -6 
6 2 


MULTIPLICACION DE MATRICES 

El producto AB, en este sentido, de una matriz A — a l2 o, 3 ... n lw ] de orden 1 * m, 


por otra matriz B — 


bu 

&2J 

bu 

4 4 ■ 


de orden m x 1, es otra matriz C de orden 1x1: 


C — [ct-ll diz * . . * 


bu 

bíi 




— [flubil + <X[2&21 + ■ • ■ + Almbinl] — 


■f. 8 # 

2 dík bki 


k=l 


Obsérvese que cada elemento de la ñla se ha multiplicado por el correspondiente de la columna 
sumando a continuación los productos obtenidos. El producto de matrices se hace siempre multipli¬ 
cando filas por columnas. 


Ejemplo 3. [1 3 6] 


2 

4 

-2 


= U(2) + 3(4) + &(—2}] = [4] 


El producto AB t en este sentido, de una matriz A — [a,j\ de orden m x s t por otra matriz B — [óy] 
de orden s x «, es otra matriz C — [cj de orden m x n, siendo 

Ci¡ — ^ flut bít í — 1 » 2, i.., wii ) I» 2,«< * § w 
k=I 


Ejemplo 4. 


4 “I 

*11 *12 
*i i «Ha 
*31 *38 


í*ii bis 
&21 ^22 


Ejemplo 5. 


Ejemplo 6. 


3 
2 

4 


5 -8 
l 6 
-6 7 


h 

h 

i 3 


a-ii&n + a^i *11613 + a i2^22 
021611 + *21621 *21612 + * 22^22 

tt 3 l 6 n + *32631 *31 612 + *32633 


3/t + 6/ 4 - 8/ s 
2/i + l/ 2 + 6/ a 
4/j - 6/¡ + 7/3 


'5 -3' 

*8, -2 el . ¡ 

6 (&) + í—3)(7) 

B(-2) + {—S)(0) 

5(6) + í-3)(9) 

4 2 

■ « 

1 -" 

O 

ep 

* 

1 

,4(8) + 2(7) 

4(—2) + 2(0) 

4(6) + 2(9) 



'18 -10 3' 





46 -8 42 
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Las matrices anteriores A y B se llaman conformes respecto del producto, es decir, para que exista 
e! producto AB es imprescindible que el número de filas de B sea igual al de columnas de A. Por con¬ 
siguiente si A es una matriz 3 x 2 y B es una matriz 2x5 existe el producto AB , pero no existe BA. 
Análogamente, si D es una matriz 3 x 3 y E es 3 x 3 existen ambos productos, AB y BA. 


INVERSION 

En una ordenación cualquiera de números naturales existe una inversión cuando un número pre¬ 
cede a otro menor que él. ., 

Por ejemplo, en la ordenación 132, el 3 precede al 2 ; por tanto, existe una inversión. En 321, el 3 pre¬ 
cede al 2 y al 1, y el 2 precede al 1; hay, pues tres inversiones. En 4213, el 4 precede al 2, al 1 y al 3, y 
el 2 precede al 1; la ordenación tiene 4 inversiones. En 3421, el 3 precede al 2 y al 1, el 4 precede al 2 y 
al 1 y el 2 precede al I; la ordenación tiene 5 inversiones. 


DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 


Consideremos unr> matriz cuadrada de orden n, 


au 

ai? 

CE-ia 

- 

G-ln 

02) 

Ú22 

asa 

, . . 0- 2« 

» * f 




dnl 

dn'¿ 

(Xná 

* , # tftrm 


y formemos todos los productos de la forma a Ul a lh a- ih ... de manera que solo exista en ellos 
un elemento de cada fila y otro de cada columna. Obsérvese que el orden del primer subíndice es, por 
conveniencia 1. 2. .... o. razón por la cual el orden*.*, • - ■. 7. <*! «««a*» subíndice sera una de 

las»! permutaciones de los números 1.2,. n. Además, asociemos un signo 4 o - ’ 

según que el número de inversiones de la permutación de los segundos subíndices sea par o impar, res- 

PeC t 1 Enetas condiciones, el determinante de una matriz cuadrada A de orden n, que se escribe 141, es 
el polinomio que resulta al sumar los n 1 productos distintos, cada uno con su signo, que se pue en ormar 

con los elementos de A. . , 

El determinante de una matriz cuadrada de orden n se llama determinante de orden n. 


Ejemplo 7, 


Ejemplo 8. 


*u 

*13 

— 


«íi 




*n 

«i# 

*13 


*21 

*22 

*23 

- a n 0 33 a33 - “11*23*32 - *IÍ*21°M 

®ai 

*32 

*33 

t «12*23*31 + *18*21*33 “ *13*22*21 


menor complementario y adjunto de un elemento 

El menor complementarlo de un elemento o, u de un determinante de orden " ^1 detennmame 
de orden („ - 1), que se obtiene suprimiendo la fila y la columna a que pertenece dicho elemento. El 

menor complementario de un elemento a„ lo escribiremos en la lorma | M,¡\- 

El menor complementario con su signo, (- l)' + ‘|«, v |. se llama adjunto de a¡¡ y se escribe A„ 
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Ejemplo 9. 

En d determinante de tercer orden 1A¡ = 


<*n «ía <*ia 

<*21 <*22 <*23 

<*31 <* 3S <*33 


l*«l “ 


<*11 «12 
«81 «32 


*23 


= í-1) 8 


+ 3 


*11 

«12 


«11 

«12 

«31 

«32 


«31 

«32 


DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA 

El valor de un determinante \A\ de orden n es la suma algebraica de los n productos que se obtienen 


Es decir, 





«11 

ais 

«13 

w = 

«21 

«22 

«23 


asi 

«32 

ajs 

es el desarrollo de \A\ 

por 

los e 


= fll2¿l2 + «22^22 + O 32 A 32 

— «12 "" ” + «22 


«21 «23 

«ai Q11 


«n Oís 

<*31 «38 


- «32 


«11 «13 

«21 «93 


Ejemplo 10. 


Ejemplo II. 


Ejemplo 12. 


3 
1 

4 

4 

0 

8 


4 7 
1 -6 

5 0 

6 8 
0 2 
0 3 

7 -2 
6 0 
2 3 


- 3 


4 7 

1 -6 


- 6 


1 7 

2 —6 


+ 0 


= -5 


3{4{—6) — 7(1)} - 6{l(-«) - 7(2)> + 0 = 7 

= —5(1(3) - 2(4)} = 25 


= 5 


4 —2 
8 —3 


= 5{4(—3) - {—2)(8)} = 20 


PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

1. Si un determinante tiene dos líneas iguales es nulo. Por ejemplo, 

18 1 

-4 2-4 - 0 

6 16 

2. Multiplicando los elementos de una línea por un número A;, el determinante queda multiplicado 
por k. Por ejemplo, 


3 -4 
-1 5 

2 6 


2 

0 

7 


6 -8 

-1 6 

2 6 


4 

0 

7 


S -4 
-1 6 
2 6 


4 

0 

14 


3. Permutando dos líneas de un determinante, éste cambia de signo. Por ejemplo. 


1 

«2 

4 7 

5 8 


4 17 

6-2 8 

1! 

t 

3-6 9 

«2 6 8 

3 

-6 9 


-6 3 9 


14 7 
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4. Si cada elemento de una línea es suma de dos o más números, el determinante se puede expresar 
mediante la suma de dos u más determinantes. Por ejemplo. 


3 

-7 

5 


3 

“9 + 2 

5 


3 

-9 

6 


3 

2 

5 

2 

4 

—5 

= 

2 

4 + 0 

-5 

= 

2 

4 

-5 

'+ 

2 

0 

—5 

1 

6 

8 


1 

1 

00 

8 


1 

3 

8 


X 

-2 

3 


5. Si a los elementos de una línea se le añaden los de otra multiplicados por una constante k, el 
valor del determinante no varía. Por ejemplo. 


1 

9 

-3 


1 

9 + 3 (— 3 ) 

"3 


1 

0 

-3 

4 

6 

-2 

= 

4 

6 + 3 (- 2 ) 

-2 


4 

0 

“2 

—3 

1 

5 


-3 

1 + 3 ( 5 ) 

5 


-3 

16 

5 


SOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES POR DETERMINANTES: 
REGLA DE CRAMER 

El sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas x x 2 , x 3 , 

On*i + 012*2 + 013*3 = fci 

021*1 "i" 022*2 "I" OjJ3*3 — ÍC2 

Ü3íXi + 032*2 "I" 0»3*3 — ks 

se puede escribir en la forma matricial 


au an aia 


~Xx~ 


~kC 

fl-21 Oí2 0¿S 


*2 


kit 

Osi 03 2 O3S 

: 

*3 

L_ _ 


h 


Si multiplicamos cada elemento de la primera columna por x ls el valor numérico del determinante 
de los coeficientes A a queda multiplicado por dicho (Propiedad 2). 



(tu 

Ol 2 

ais 



an*i 

Olí 

Oís 

Ad =¡ 


022 

Ü 23 

y 

*íAq = 

021*1 

022 

023 


Osi 

#32 

033 



031*1 

032 

033 


Sumemos a cada elemento de la primera columna el elemento correspondiente de la segunda mul¬ 
tiplicado por x 2 , y eí de la tercera multiplicado por * 3 (Propiedad 5). Entonces, 


(Oll*i + Ol2*3 4" Ol3*s) 

Otí' 

O» 


k t 

a 12 

a u 

(021*1 + 022*2 + 023*3) 

O22 

023 

— 

kz 

022 

O23 

(031*1 4 032*3 4 033*3) 

032 

033 


ki 

O32 

033 


kt 

012 

a¡ 3 





ki 

Osj 

023 





k» 

Ojr 

033 







o bien *i 

siempre que A s =*= Ú. Análogamente. 

































CAP. 9] 


ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS CORRIENTES DE MALLA 


107 


X 2 



ki 

Oía 


&u 

ais 

k. 

ttai 


Aja 


G21 

etn 

kz 

flai 

k 9 

da 


Íl31 

ti 32 

k* 



Este método de resolución se llama regla de Cramer y se puede aplicar a cualquier sistema de n ecua¬ 
ciones lineales con n incógnitas siempre que el determinante de los coeficientes sea distinto de cero. 


APLICACION DEL ALGEBRA MATRICIAL AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

El sistema de ecuaciones de un circuito de tres mallas 

Znli :t Z12I2 — Z13I3 

±ZziIi + Z22I2 — Z23I3 

±ZaiIi — Z32I2 Z33I3 

se puede escribir en la forma matricial 

Zn ±Zu —Z 13 
“Z21 Z22 — Z23 

Z31 —Z32 Z33 

[Z][IJ = [V] 

que constituye la expresión matricial de la ley de Ohm, siendo [Z] la matriz de impedancias, [I] la matriz 
de intensidades de corriente y [V] la matriz de tensiones. 

Las corrientes de malla I lt l 2 e I 3 vienen dadas por el cociente de dos determinantes: 


[íi 


"vr 

h 


v 2 

U. 


V 3 _ 


= V, 
= V 2 
= V 3 


Vi 

±z« 

—Zi 3 

V* 

Z 22 

±z 23 

v 3 

—Z 32 

Z 3 j 

A, 


Zn 

Vi 

±Zi. 

±Zai 

V 2 


—Z 31 

v 3 

Z 33 

A# 


Zn 

—Zií 

Vi 

±Zu 

Z 22 

Vi 

±Zai 

±z 33 

v 3 

A, 


Si se desarrollan los determinantes de los numeradores por los elementos de la columna de tensiones, 
resulta el conjunto de ecuaciones siguiente: 


Ii 


h 


Is 


V! 


Vi 


Vx 


O * v '0 + v -(í) 

(i) 

O * v <$) * H£) 

(M) 

O * v O * v O 

($) 


Los segundos miembros de (i), (2) y (i) son las componentes fasoriales de las distintas fuentes 
de tensión. Esto es, en la Ecuación (7), la intensidad de corriente Í! consta de tres términos: V f (A 3 t /A z ) 
debido a la fuente V 1( V 2 (A 21 /A Í ) debido a ta fuente V 2 y V 3 {A 31 /A Í ) debido a la fuente V 3 . 


IMPEDANCIA DE ENTRADA 

Consideremos un circuito de elementos pasivos con dos terminales, como indica la Fig. 9-6. Sea 
Ij la intensidad de la corriente que resulta al aplicar una tensión V 3 . Como no existen otras fuentes en 
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el circuito, la ecuación de la corriente de malla ^ es 

I, = V,(£ü.) + (O)0£) + (0)(~£) + ■•• = V.(£) 

La impedancia de entrada es la relación entre la tensión aplicada Vi y la intensidad de corriente I t 
a que da lugar. Es decir, 


^enlrad» 1 “ V,/!, — &J&Í1 


La impedancia de entrada de un circuito con elementos 
activos se define como la impedancia que presenta en sus 
terminales de entrada cuando todas sus fuentes de tensión 
están cortocircuitadas conservando , eso sí> su propia impedan¬ 
cia interna . Por consiguiente, la relación representa la 

impedancia de entrada tanto de un circuito activo como de 
uno pasivo. 



Fig. 9-6 


IMPEDANCIA DE TRANSFERENCIA 

Una fuente de tensión en una malla de un circuito 
produce una corriente en cada una de las otras mallas 
del mismo. La impedancia de transferencia es la relación 
entre la tensión aplicada en una malla y la intensidad de 
ja corriente que resulta en otra malla, anulando el resto 
de las fuentes. 

Consideremos el circuito de la Fig. 9-7 con una 
fuente de tensión V r en la malla r y la intensidad de la 
corriente a que da lugar en la malla s. Entonces, 



Fig. 9-7 



con lo que 


Z 


transferencia rs 


Vr/I, = 


&JAti 


El doble subíndice rs de esta impedancia indica el sentido de la acción, es decir, la fuente está en la 
malla r y la intensidad a considerar es la que aparece en la malla i. El determinante del denominador 
es el adjunto del elemento que ocupa el lugar rs, Ars, con los mismos subíndices que la impedancia de 
transferencia. 


Problemas resueltos 

9-1 Dada la elección de corrientes de malla de la Fig, 9-8 escribir el sistema de ecuaciones correspon¬ 
diente y expresarlo en forma matricial. 

Aplicando la segunda ley de KirchhoiT a cada una de las mallas, 

Ii{2-j2) + Ui-Ií)U5) + (I,-I 3 )5 = 10/0? 

1,(10) + (1 3 ~ I a )(2 ~ í2) + ih-hW) = -(5/301) 

1,(10) + (Ia-rtXB) + da-W-íS) *= -(10M1) 

Agrupando términos semejantes, 

<7+ ¿8)1! - . (¿5)Ij - (5)1, = 10/0? 

-(¿5)1! + (12 + ;3)I 2 - (2-¿2)1, = -(5/30?) 

-(5)1, - (2-*2)1, + (17-¿2)1, = —(10/90° ) 
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que se puede expresar en la forma matricia! 


7 + j3 

-je 

-5 

Ii 


10/0° 

-j5 

12 + j3 

—(2 — j2) 

h 

= 

-(5/30!) 

- ~ 5 

-(2-j2) 

17 - j2 

_h_ 


-(10/90°) 




9-2 Escribir directamente el sistema de ecuaciones en las corrientes de malla del circuito de la Fig. 9-9 
y expresarlo en forma matricial. 

Los elementos de la matriz de impedancías se deducen de sus definiciones. El demento Z n es la impedan- 
cia propia de la malla uno y es igual a la suma de todas las impedancías de dicha malla, (/?! R x + jwL x + Z r ). 
El demento Z 12 es la copedancia o impedancia común a las mallas uno y dos y es igual a con signo posi¬ 
tivo, ya que las dos corrientes circulan en eí mismo sentido. La matriz de intensidades de corriente consta de 
los elementos I t , I 2 e I 3 . La matriz de tensiones está formada por las correspondientes a las fuentes en cada una 
de las mallas. Por consiguiente, el sistema de ecuaciones en forma mairicial es 


(Jf! + R s + juL x + Z g ) 


-«1 

V 


yí 


{R% H- J2 3 + juL 3 + Z 0 ) 

R¡ 


— 

v fl 

- R i 

1^2 

(R t + R 3 + Z D ) 



0 


9-3 


Hallar la potencia suministrada por el generador de ten¬ 
sión del circuito de la Fig. 9-10. Calcular, asimismo, las 
potencias disipadas en las resistencias. 

Elijamos las mallas de manera que por el generador circu- , 
le una sola corriente. En estas condiciones, 


"ío - je 

je 


a' 


'eo/of' 

je 

3 - jl 


i. 


0 


I¡¡ — 


de donde 


I. = 


50/0^ j'5 

0 3 — jl 


10 -?6 ¿5 

j5 3 - jl 


_ 150 - j50 _ 2.83/8,14° 

50 - ;25 ’ 


10 



10 - j5 50/0° 
j5 0 

z 


- 4.47/-6S,,4 0 

50 - ;25 L - 


La potencia suministrada por la fuente es P = VI eos 8 = 50(2,83) eos (8,14°) = 140 W. La potencia di¬ 
sipada en la resistencia de 10 Q es P l0 = 1Q(/j) 2 = 10(2,83} 2 = 80 W, y la potencia disipada en la resistencia 
de 3 Ü es = 3(7 2 ) 2 = 60 W; la suma de ambas, 80 + 60 - 140 W, es igual a la potencia suministrada por 
la fuente. 
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9-4 En el mismo circuito del Problema 9-3 se eligen las mallas 
como se indica en la Fig, 941. Hallar la potencia suminis¬ 
trada por el generador. 

El sistema de ecuaciones de malla, en forma matricial, es 

,1 


10 - ¿5 10 

10 13 + ¿4 


1 

r 

1_ 


-1 

i X K 

. 


50/0^ 

50/ÍT 





De aquí resulta: 


h = 


1$ — 



160 + ¿200 _ 4 47/79 7* 

50 - ¿25 . ' — 


-¿250 _ 4.47 /—63,4° 


60 - ¿26 


Por la rama que contiene ia fuente circulan dichas dos corrientes. Por tanto, 

* . t - ( 150 + ¿200 \ + ( ~/ 250 = 2 . 83 /+ 8 , 14 o 

r 60-¿26 / + ^ 50 - j 26 / 1 1 -— 

con lo que la potencia de la fuente es P — VI eos 8 = 50(2,83} eos 8,14 = 140 W. 


9-5 En ei circuito de la Fig, 9*12 se dan las tensiones 
compuestas, o entre líneas, de las tres fases de una 
red. Hallar las intensidades de corriente \ A> I B e I c . 

Con las mallas elegidas las corrientes son indepen¬ 
dientes. Esto se pone de manifiesto en el sistema de ecua¬ 
ciones escrito en forma matricial 


”10/30° 

0 

0 

ir 


~220/120° 

0 

10/30° 

0 

h 

— 

220/0° 

0 

0 

10/30° 

*3 


220/240° 



de donde se obtienen las intensidades 

220 / 120 ° . 
h = = 22 M_°, 


10/30° 


Por tanto. 


1a = Ii - h = 

Ib — I 2 ~ ~ 

le ” lj " 4 = 


220 / 0 ° 

= ÍSzfe = 22 ^“ • 
(22 /90° - 22 /210° ) 

(22 /—30° - 22 /90° ) 
(22 /210° - 22 /—30° ) 


220/240 £ 

Ia = ~To73o°~ 

= 38.1/60° 

= 38.1 /—60° 

= 38.1 /180° 


= 22 / 210 ° 


9-6 En el circuito de cuatro mallas representado en 
la Fig. 9-13 se eligen las mallas que aparecen en 
el esquema. Se ajusta la resistencia R y la capacidad 
de los dos condensadores iguales, C, de forma que 
!a intensidad de corriente que circule por Z D sea 
cero. En estas condiciones, expresar los valores de 
R x y L x en función de R, C y de la pulsación del 
generador tu en radianes por segundo. 

El sistema de ecuaciones de malla, escrito en forma 
matricial, es 
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m 


*- + 7¿c + z »' 

~ (¿) 

-fi. 

0 



h 


V, 

-(A) 

(* + juC + j«C¿ 

\ 0 

<A) 



h 

=- 

0 

-fi. 

0 

(Ri + 

~ (jvtrj) 



I 3 


0 

0 

“(/fe) 

-Í3«L x ) ( 

+ Í<¿L X + Z D 

) 


I 4 


0 

Expresando la corriente I* que circula por Z D en forma de determinante e igualando a 

cero. 



“ G«c) 


V fl 





-(A) 

( fi + uc + juC 

) 0 

0 





-R, 

0 

(fir + Í«L ? ) 

0 





0 

-(A) 

-(/«£*) 

0 


0 



4» 

Desarrollando el numerador por los elementos de la cuarta columna resulta 



Como este determinante debe ser cero, 

- (-J? t )(rt + 1/jtfC + l/jwOÍ-jttLx) “ (-1 /j«C)(-l/;«C)(R* + ;«£*) “ 0 

de donde = y 1/2«*C 


9*7 


En el circuito de la Fig. 9-14 hallar los valores de las 
intensidades I¿, I* e I c . 

Se eligen las dos mallas que se indican en el esquema. Él 
sistema de ecuaciones correspondiente, escrito en forma matri- 
cial, es 


6-78 

-(3 - 34) 


V 


r 220 / 120 °" 

-(3 - ?4) 

6 — 78 


}*. 


220 ¿ 0 f 


de donde 



I» 


h 


220 / 120 ° 

-{8-/4) 

220 / 0 ° 

6 — 7*8 

6-/8 

-(3-74) 

—(3 — Í4) 

6-78 

8-7*8 

220/120° 

-Í3-Í4) 

220/0° 




2200 /66,9° + 1100 /-53,1° 1905/36,9° 

100 /—106,2° — 25 /—106,2° " 76 /-106,2 o 


2200 /—53,1° + 1100 /66,9° 

75 /— 106 . 2 ° 


1906 /—23,2° 
75 /—106.2° 


26.4 /143,1° 


25,4/83° 


con lo que las intensidades de corriente por cada linea son I„ = I, « 2S.4/143X. I» — *a — *i — ( 25 > 4 /82 
25,4 7143,1 a ) = 25.4/23J, 15 e I r = - 75 *'-97° 
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9-8 Hallar la impedancia de entrada, vista desde la fuen¬ 
te de 50 voltios, del circuito de la Fig. 9-15 aplicando 
el cálculo matricia!. Obtener, con esta impedancia, 
la intensidad de corriente I í , 

La impedancia de entrada de la malla uno es 

11 -5 0 

-5 27 -4 
0-4 S 


i- i /"¡Tn i 




J tnirada 1 




27 -4 
-4 8 


2000 

200 


= 10 


Píg. 9-15 


Por tanto, / t - *VZ enl „ dal = 50/10 = 5 A. 

9-9 En el circuito de la Fig. 9-15 hallar la intensidad de la corriente de malla / 3 mediante la impedan- 
cia de transferencia correspondiente, ^ 

La fuente se encuentra en la malla uno y la corriente I A es la que circula por la malla tres. Por tanto la 
impedancia de transferencia que se necesita es 

2000 


Z 


irart&rercncii I 3 — 




—5 27 

0 -4 


2000 

20 


= 100 


con lo que f 3 = V x iZ ximt% r(nciall = 50/100 = 0,5 A. 

9-10 En el circuito de la Fig. 9-15 hallar la intensidad de la corriente de malla I 2 mediante la impedan- 
aa de transferencia correspondiente. 

Como la fuente está en la malla uno y la corriente es la que circula por la malla dos, la impedancia de 
transferencia que se necesita es r 


Z„ 


2000 


suiifíiencta 12 ” 


M2 


(-D 


-5 -4 

0 8 


2000 

40 


- 50 


con lo que / a = 12 = 50/50 = 1 A. 


9-11 Hallar las tensiones \f AS y V flC en el circuito de la 
Figura 9-16. 

El sistema de ecuaciones de malla, escrito en forma 
matricial, es 


3 + >14 —/ao 

—>10 o 


3 j4 


100 / 45 ° 




\j 10 


f¡T' 




~k 

V 


100 / 45°1 

J 

_^2 ^ 


• J 


c 

Fis. 9-16 


de donde 


Ii - 


100/45^ -;10 

o o 

3 + >14 —>10 

>10 o 


100 


- 0, 


h = 


3 -i- >14 100 /45° 

-yio o 


1000/1,35° 


100 


10 / 135 ° 


Por tanto. - I t f3 + j 4J = 0 y V K = I 2 (-/10) = 10 /135° (10 /-90° ) ^ 100/45°, La suma (V^ + 
Vbc) = 100 /45" , que es el valor del t'asor de tensión aplicado. 
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9-12 


En el circuito de la Fig. 9-17 obtener las tres 
componentes del triángulo de potencia correspon¬ 
diente a la fuente 10 /30° voltios. 

Eligiendo las mallas que se indican en el esquema, 
por la rama que contiene el generador solo circula la 
corriente I x . Como no existe más que un generador en 
el circuito, se puede emplear la impedancia de entrada 

8 - ;2 -3 0 

-3 8 + j'5 -5 

0 -5 7 - )2 

8 + ¿5 -5 

-5 7 - ¿2 


para el cálculo de I t . 


anuida 1 





Fig. 9-17 


-ji 


315/16,2° 

45,1 /24,9° 


6.98 /—8.7° 


con lo que 


11 — ^ l/Z«nlr*d« 1 


-(10/30° V(6.98 /"8,7° ) = 1.43 /38,7° 


La potencia suministrada por la fuente es P = V\l\ eos 6 — 10(1,43) eos 8,7° — 14,1 W, La potencia 
reactiva es Q = V 1 1 Í sen 8,7° = 2,16 VAR en adelanto. La potencia aparente es 5 = V i l í = 14,3 VA. 

9-13 En el circuito de la Fig. 9-17 hallar las intensidades de corriente I 2 e I 3 mediante las impedan- 
cias de transferencia. 

Como el generador está en la malla uno y la corriente pedida circula por la malla dos hay que calcular la 
impedancia Z (riniferincll l3 . 

A z 315 /16,2° 315 /16,2° 

Ú = - - = 21,8 /z^ 


^tra inferen til I 2 


(- 1 ) 


-3 -6 

0 7 - ;2 


14.45 /32.2* 


Por tanto, l 2 = VJZ ltmtm9tíMlI = (10/30.°)/(14^5/32,21 ) = 0,69 3/-2.g 


Análogamente, 


J lriníftftnciji 1 i 


h. 

¿la 


315 /16,2° 

-3 8 + j‘5 
0 -5 


315/16,2* 

15 


- 21 /16,2* 


con lo que = V t /Z tianifercnc i. u - (10/30 V(21 /16.2 ) - 0.476/2^8^ 


9-14 En el circuito de la Fig. 9-17 hallar ia potencia disipada en las resistencias y compararla con la 
potencia suministrada por el generador. 

En los Problemas 9-12 y 9-13 se han obtenido: l t = 1,43 /38,7° , I 2 = 0,693 / —2,2^ , I 3 = 0,476/13,8 . 

La potencia disipada en la resistencia de 5 í> es P = 5</ t ) 2 - 5(1,43) 2 = 10,2 W, Por la resistencia de 
3 n circulan dos corrientes de malla cuya diferencia es la corriente por la rama (I x - I 2 ) = (1,115 + jO, 895) 
- (0,693 — y0,027) = 0,422 + y0,922 = 1.01 /65,4° ; por tamo, P - 3(1,Oí) 2 - 3,06 W. Análogamente, la 
corriente que circula por la rama que contiene la resistencia de 5 O es (I 2 — Ij) = (0,693 — y0,027) — (0,462 
+ /0,113) = (0,231 — /0,140) = 0.271 /—31,2 a , con lo que la potencia es P ~ 5(0,271 ) 2 = 0,367 W. La po¬ 

tencia en La resistencia de 2 Q es P = 2(/ 3 ) 2 — 2(0,476) 2 = 0,453 W. 

La potencia total disipada en las resistencias del circuito es P T = 10,2 + 3,06 + 0,367 + 0,453 = 14,1 W 
que coincide, precisamente, con la potencia activa del Problema 9-t2, 

9-15 En el circuito de la Fig. 9-18 el generador \ l produce una caida de tensión V 0 voltios en la im¬ 

pedancia 2 - jl ohmios. Hallar el valor V t del generador que produzca una caída V 0 = 5/0° voltios. 

V 5/0° 

Con la tensión dada V 0 la corriente de malla es I 3 = ; = 1.76/45^ A. Su expresión 

. 2 — j2 2rsj2 [ 45 — 

como cociente de determinantes es 
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I* = 


8 - í'2 -S 

—3 8 + ¿6 

0 -6 


Vi 

0 

o 


8 - /2 —3 0 

-'3 8 + >5 -8 

0 “6 7 - ¿2 


“ - v, 


—3 e + ?6 
0 -6 


315 /16,2* 


= V, (0,0476 /-16,2° ) 


Por tanto, 


1,76/45° 



■ e y. 


Fig. 9-18 


Fig. 9-19 


r^pedancia de carga grande en el circuito de la Fig. 9-19 la tensión de salida V 0 
;aída ele tensión en la impedancia 5 — jS ohmios. Obtener la función de trans- 


9-16 Al conectar una nrij 

corresponde a la caída 
ferencia de tensión V^/V^ del circuito dado. 

El sistema de ecuaciones de las dos mallas elegidas, escrito en forma matricial, es 


5 —(5 4- .?6) 

—(5 + ; 5 > 10 


v*| 

0 


La tensión de salida V 0 es 
V„ - l,{B-?6) =■ 

V 

con lo que -- 


-(5 + ¿6) 


Vj 

0 


5 ~{5 + j6 ) 

-{5 f j‘5) 10 

50 


(5-j5)(5 + /5)V t 
(50 - ¿50) 


50V, 


50\/2 '/-45 c> 


60t/2 /—45° 


- 0.70? /45 c 


9-17 El circuito de la Fig. 9-20 contiene dos genera 
dores de tensión. Hallar la intensidad de corrien¬ 
te que circula por la impedancia 2 -i- /3 ohmios 
debida a cada tina de las fuentes. 

Se eligen las mallas de forma que la corriente que 
circule por la impedancia en cuestión sea, directamente, 
la comente de malla l 2 . El sistema de ecuaciones del cir¬ 
cuito, escrito en forma matricial, es 


5 í , J * 4 

i—VMM—i-AWv~^ 00n—VvWV^— 


©t 

V t 30¿££ 








' j5 


t© 

20/JJ 


5 -f ;6 —7 5 0 

~if 


80 ¿0^ 

-;5 8 4- ¿8 -6 

h 

— 

0 

o -a io_ 





Fig. 9-20 


El determíname de i m peda netas 4* 


5 + ¿5 "¿5 

-ri6 8 + j8 
0 "6 


0 

-6 

10 


- 70 4- ¿620 — 624 /83,65° 
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I» 


Desarrollando el determinante del numerador de I. por los elementos de La segunda columna resulta 


G + ;G 3Q¿0f 0 

->6 0 -6 

0 —20¿0f 10 

A, 


“?6 -6 

0 10 
30¿0_° (-)!- 

A, 


+ 0 + (-20/0°)(-) 


6 +>5 0 

->5 -6 

A, 



50 /—90° 
624 /83,55° 



42,4 /—135° 
624 /83,55° 


) 


2,41 /6,45° + 1,86 /141.46° 


La corriente que origina la fuente Vj por la impedancia 2 + >3 es 2.41 /6,45* y la que origina V 2 es 1,36/141,45°. 
La suma de estas dos intensidades es el valor de la corriente I 2 , es decir, I 3 = 2.41 /6,45 o + 1,36/141,45° = 
1.7 4/40,1° A. 

9-18 En el circuito de la Fig. 9-20 hallar (a) la potencia suministrada por cada generador y ( b ) la po¬ 
tencia disipada en las resistencias. 

(a) La corriente que circula por la rama que contiene al generador V> es 


S0/0£ —jfi 0 

0 8 + j8 -6 

- 20 / 0 ^ -6 10 

_ 


2240 /53,8° 

624 /83.55° 


3.59 /—29.75° 


La potencia que suministra la fuente es P x = V l í i eos 8 = 30(3,59) eos 29,75° = 93,5 W. 


La intensidad de la corriente que circula por la rama que contiene V 2 es 


5 + j*5 —>6 80/0^ 

—;5 8 + >8 0 

0 -6 —20/0f 


860 /-125,6 o 
624/83,56°' 


1.38 /—209,15° 


Obsérvese que V 2 e I 3 tienen sentidos opuestos. La potencia suministrada por V 2 es P 2 = Ki(/ 3 ) eos 6 = 
(—)(20)(1,38) eos -209,15° = 24,1 W. 


La potencia total es P T = P x + P 2 = 93,5 + 24,1 = 117,6 W, 

(¿>) La potencia disipada en la resistencia de 5 f2 es P$ = 5(7^ = 5(3,59) 3 = 64,5 W, En la resistencia de 
2 O, 7*2 = 2(/ 2 ) 2 = 2(1,74) 2 — 6,05 W. La corriente que circula por la rama que contiene la resistencia 
de 6 es (I 2 - I,) = (1,33 i- >1.12) - (-1,205 + >0,672) = 2,535 +>0,45 = 2,57/10,1°; por tanto, 
P 6 = 6(2,57 ) 3 = 39,6 W. En la resistencia de 4 O, P 4 = 4</ 3 ) 2 * 4(1,38> 2 ^ 7,61 W. 

La potencia total es P T = 64,5 + 6,05 + 39,6 -t 7,61 = ll7,7í> W. 


9-19 El circuito de la Fig. 9-21 tiene dos generadores de tensión, V x y V 2 . Siendo V 1 = 30/0° voltios, 
hallar V 2 para que ¡a intensidad de corriente por la impedancia 2 + >3 ohmios sea nula. 

Con las mallas elegidas, por la impedancia 2 + >3 circulará una sola corriente. El sistema de ecuaciones 
correspondiente, escrito en forma matricial, es 


~5 + >6 

-;5 

o" 

Ii’ 


"so/of 

-?6 

8 + ?8 

6 

I* 

= 

0 

0 

6 

10 



_ V s _ 


de donde 


1 . = 


5 + ¿5 
-Í6 
0 


30/0° 

0 

V* 


o 

6 

10 


A, 


|@v. 


©I 


L ^ 


|j‘6 


0 


Fif. 9-21 
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Desarrollando 


-30/0° 


-;5 6 

0 10 


- V, 


5 + í5 0 
-jS 6 


= 0 


con lo que 


-30/0° (50 /—90° ) - V 2 (6)(5V^¿45f } - 0 


„ —30¿G^ (50/—90° ) 

V 2 = - i - =1 = 35,4/45° 


6(sV2/46°) 


Otro método. Si no circula corriente por la impedancia 2 + j\ I 2 - 0, y las caídas de tensión en la reac¬ 
tancia /5 y en la resistencia de 6 fl deben ser iguales, es decir, 

I|(/5) = 1,(6) 

Sustituyendo I, = 30/0° / (5 + J5> e 1 3 ~ V 2 /10, 


30/0° V 2 

5T75 (í6) = ll< 6 > 


de donde 


30/90° / 1D \ 

V 2 = -r= i ^ = 35.4/45 ( 

y/2 /45° V 6 / 


9-20 En el circuito.de la Fig. 9-21 la tensión en bornes del generador es V 2 = 20AT voltios. Hallar el 
valor de la fuente de tensión V! para que la corriente que circule por la rama que contiene V 2 sea nula. 

Medíanle las mallas elegidas en el Problema 9-19 podemos escribir la expresión de t 3 e igualarla a cero: 

5 + jh — j'5 V, 

—j‘5 8 + j8 0 

0 6 20/0f 


I a = 


- 0 


Desarrollando 


con lo que 


— j ‘6 8 + ;8 

0 6 


+ 20 / 0 ^ 


5 + j'5 -;5 

—¿6 8 4* j 8 


- 0 


V, (30 /—90° ) + 20¿0f (25 + ¿80) - 0 

“20/01 (25 + >80) 


V, = 


30 /-90‘ 


- 55,8 /-17,4< 


Problemas propuestos 


9-21 Determinar el número de mallas necesarias para poder resolver cada uno de los circuitos de la Fig. 9-22 (a-f). 
Emplear diferentes métodos para cada uno de dios. 

Sol. (a) 5. ib) 4. (e) 3, (d) 4, <e) 4, (/) 5. 





(5) 

Fig, 9-22 
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9-22 


En el circuito de la Fig. 9-23 hallar la intensidad de la corriente que circula por la resistencia de 3 ohmios. El 
sentido positivo de la corriente es el que se indica en el esquema. Sol. 4,47 /-63,4° A. 




9-23 En el circuito de la Fig. 9-24 hallar las intensidades de corriente 1^,, I B e I c . 
Sol. \ Á = 12,1 /46,4° A; = 19,1 /—47,1° A; l c = 22,1/166,4° A. 


9-24 En el circuito de la Fig. 9-25 hallar las intensidades 1^, J B e I c . Sol . 2 6/45° A; 2 6/— 75° A; 26 /—195° A. 


9-25 En e! circuito de la Fig. 9-26 hallar la tensión por el método de las corrientes de malla. 

Sol. V ÁB = 75,4 /55,2° V, 

9-26 En el circuito de la Fig. 9-27 hallar la tensión eficaz de la fuente V para que la potencia disipada en la resis¬ 
tencia de 5 ohmios sea 100 vatios. Sol. 40,3 V. 


9-27 Elegir unas mallas en el circuito de la Fig. 9-28 y hallar el valor del determinante de impedancias A r Elegir otras 
mallas y calcular de nuevo A t . Sol. 61 — y 15, 





Fig. 9-26 


Fig, 9-27 


Fig.9-28 
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9-28 


En e) circuito de la Fig. 9-28. V, = \ 2 = 50/02 voltios. Hallar,la 
Repetir el problema cambiando el sentido de ía fuente V,. 

Sol. /»,*- 191 W; P 1 = 77,í W; P¡ = 327 W; P 2 = 214 W. 


potencia suministrada por cada generador. 


9-29 En el circuito de dos mallas de la Fig. 9-29 hallar la potencia suministrada por el generador, así como la poten 
cía disipada en cada una de las resistencias del mismo. 

Sol. P = 36,7 W; P t = 2,22 W; P 2 = 27,8 W; P 3 =* 6.66 W. 




F1 «-9-^ Fig. 9-30 

9-30 En e! circuito de la Fig. 9-30 los generadores V t y V, son 10/901 voltios y suministran una intensidad con el 
sentido que se indica en el esquema. Hallar la potencia que suministra cada generador 
Sol. P, a* ! 1,0 W; P, = 9,34 W, 


9-31 En el circuito de la Fig. 9-3í hallar la .ntensidad de corriente que circula por la impedancia 3 + ¿4 ohmios. 
Sol. 0. 



9-32 El circuito de la Fig. 9-32 representa el puente de Hay. Elegir tas mallas y escribir el sistema de ecuaciones en 
forma matricial. Expresar entonces la corriente que circula por Z a en forma de determíname e igualarla a cero. 
Hallar los valores de R x y L t en función de las otras constantes del puente. 

Cl , p - ^CfR^R, r _ C&Ri 

1 + («fí,C,) 2 ’ * ~ T+ («»,<;,)* 


9-33 


9-34 


El circuito de la Fig, 9-33 representa el puente de Owen. Hallar los valores de R x y L x en función de las otras 

£ 

constantes del puente cuando la corriente que circula por Z 0 sea nula. Sol. R x = ~R t , L x ~ 

El circuito de la Fig. 9-34 es un puente de medida del coeficiente de autoinducción de una bobina. Elegir las ma¬ 
llas y escribir el sistema de ecuaciones en forma matricial. Hallar los valores de R x y L x cuando la corriente que 
circula por Z & sea cero. 

, R¡ Rí 

i <»■ = 



Fig . 9-33 


Fig.9.J4 
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9-35 Hallar la función de transferencia de tensión en el circuito de ía Figura 9 - 35 . Sol, 0,139/90* 


20 2 
-WAW—i-VWWV— 



¿20 


_¿ 6 

HF 


10 


Fig.9-35 


Fig. 9-36 


9-39 Hallar la función de transferencia de tensión V 0 /V¿ en el circuito de la Figura 9-36. Sol, QJ5 9/—61 T 4°. 

L.U ci circuito ue la rig. 9-37 hallar el valor de V 0 con el sentido de polarización que se indica 
Sol. 1,56 /128,7" V . 



9-38 En el circuito de la Fig. 9-38 hallar la potencia disipada 
en cada una de las tres resistencias. 

Sol. 471 W; 47,1 W; 47Í W. 

9-39 En el circuito de la Fig. 9-38 hallar la potencia suminis¬ 
trada por cada uno de los generadores. 

SoL = 422 W ■ P 2 = 565 W. 

9-40 En el circuito de la Fig. 9-39 hallar la intensidad de la 
corriente de malla I 3 con La elección de las mallas consi¬ 
derada. Sol. 1,38/ -209,15° A. 



*Q¿0f 


Fig. 9-39 


9-41 Hallar la intensidad de corriente I 3 en el circuito de La Figura 9-40. Sol. 11,6 /113,2° A. 
9-42 En el circuito de la Fig. 9-40 hallar la relación de intensidades I,/I 3 . SoL - /3,3. 


9-43 


En el circuito de Ja Fig, 9-41, con las tres corrientes de malla que se indican, hallar las impedancias Z tran , tfI(roia , 3 
y Z^riniferenci» 31 . Sol. 4,3/ -68,2" para los dos. 



r—'7RT'-] 

1 — 11 — 1 



h j 



50/46° ^ 

5t | 

i 5 C 

V 2 



Fig.9-40 


Fig. 9-41 
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9-44 En el circuito de Ja Fig 9-42 v con las mallas que se indican, hallar las impedancias Zeninda i 1 ^ir»niíe«nd» 12 y 
Z lfl ^ t „ Mi So/ 2021^11; mtjm 




Fig. 9-42 

9-45 En la F¡g. 9-43 se añade el generador V 3 al circuito de la Fig. 9-42. Hallar el valor de Vj de manera que la co¬ 
rriente de malla sea cero, Sol, 16.8/133,2 V, 

4 6 En la Fig. 9-44 se añade el generador V 2 al circuito de la Fig. 9-42. Hallar el valor de V 2 de manera que la co¬ 
rriente de malla Ij sea nula, Sol. 42,9/ 144 í 5_ V. 

5f>/0f , 


— ( 3 — 

--VvW//- 


> 

10 

i 5 


—w— 

31^ i 

j 2 ' / T¡> 

T 11 1 

1 |(-*- 

!i- 

- ¡4 

ir 

- j4 



Fig.9-44 

9-47 En el circuito de la Fig. 945 hallar el valor de V 2 de ma¬ 
nera que la intensidad de ¡a corriente que circule por la re¬ 
sistencia de 4 ohmios sea nula. Sol. 26,3¿j 13,2 . 

g| circuito de la Fig, 945 hallar las tensiones y ^ bo 
sabiendo que la tensión en bornes del generador es V 3 = 
26,3 /113,2° voltios. 

18.5/68.r V. 


Fig. 9-45 

2 2 2 

.—W W 1 —wvw— 

ií3 ¿?“ (^} \ ii 2 a * 2 


1 >2 


Sol. V A D = V 


80 


949 Hallar la impcdancia Z IIlEls r críftC) « a con lección de ma¬ 
llas que se indica en la Fig. 946. Calcular el valor de I, Fig. 9-46 

mediante esta impcdancia de transferencia. 

Sol. 12.8 /—38.7* ; 0.782/38JU 

9-50 En el circuito de la Fig. 947 calcular e! valor de la tensión en bornes del generador V 2 para que la intensidad 
de corriente que circule por él sea nula Sol. V 2 = 4/18CF V. 

9-51 Hallar el valor de tensión en bornes del generador V, de lu Fig. 948 que produce una caída de tensión eficaz 
en la resistencia de 5 ohmios igual a 20 voltios. Sol. 69,1 \. 


r—■ 




v 

10/0'- 


01 


-vw.w —1 




A 


|(~) v « v ‘01 


-AVv\W-r 


'.-,2 


Fig. 9-47 


Fig. 9-48 









































































Capítulo 10 


Análisis de nn circuito por el método 
de las tensiones en los nudos 


INTRODUCCION 

Mediante la elección de lazos cerrados o mallas y la aplicación de la segunda ley de KirchhofF, se 
ha establecido en el Capítulo 9 el método de las corrientes de malla para la solución de los problemas 
de circuitos. En este capítulo se llega a la misma solución planteando un sistema de ecuaciones deter¬ 
minado por la aplicación de la primera ley de Kirchhoff. Este método se llama método de ¡as tensiones 
en Jos nudos, 

TENSIONES EN LOS NUDOS 

Un nudo es un punto de un circuito común a dos o más elementos del mismo. Si en un nudo se unen 
tres o mas elementos, tal nudo se llama nudo principal o conjunción , A cada nudo del circuito se le puede 
asignar un numero o una letra. En 3a Fig. KM son nudos A, B, 1, 2, 3 y 1, 2 y 3 son nudos 
principales. La tensión en un nudo es la tensión de este nudo respecto de otro, denominado nudq de re¬ 
ferencia . En la Fig. 10-1 se ha elegido el nudo 3 como nudo de referencia. Entonces V 13 es la tensión 
entre os nu os / y 3, y V 23 la tensión entre los nudos 2 y 3. Como quiera que las tensiones en los nudos 
se toman siempre respecto ae un nudo de referencia dado, se emplea la notación V, en Jugar de V 
y V 2 en lugar de V 23 , 6 13 



Fig. 10-1. Nudos de una red 


El método de las tensiones en los nudos consiste en determinar las tensiones en todos los nudos 
principales respecto del nudo de referencia. La primera ley de Kirchhoff se aplica a los dos nudos prin¬ 
cipales I y 2, obteniéndose así dos ecuaciones en las incógnitas V, y V 2 . En la Fig. 10-2 se ha dibujado 
nuevamente el nudo 1 con todas sus ramas de conexión. Se supone que todas las corrientes en las ramas 
salen del nudo. Como la suma de las corrientes que salen del nudo es cero 


Vi-V* 


2a 


Ví V,-V* 
% -~ 


0 


(i) 


AI establecer la Ecuación (/) la elección de los sentidos de las corrientes es arbitraria (Véase Pro- 
blcma 10-1.) 
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J f 

■i-,.. J— _ t -* 


r -01 


F 


Zc £ 

3 —-=r-e=h 






Flf. 10-2 


Fíg.10'3 


10 


Repitiendo el mismo proceso con el nudo 2 (Fig. 10-3), la ecuación que resulta es 

V,-V, , v 2 V 2 + V n _ 0 

— + T> + Te ~ 

Agrupando en (J) y (2) los términos en V! y V 2 , se obtiene el sistema de ecuaciones 

(¿*¿ + ¿) v '-(¿) vi ■ (¿) v - 
-(¿) V '*(¿*É + ¿) V ' ' "® V - 

Teniendo en cuenta que 1/Z ■> Y, se puede escribir el sistema (i 1 en función de las admitancias 

(Ya + Ye + Yc)Vi - Ye V, = YaV» 

—Ye Vi “I - (Ye ’F Yd Ye)Vs Ye V* 


(*) 


( 5 ) 


W 


NUMERO DE ECUACIONES DE TENSIONES EN LOS NUDOS 

Se pueden escribir ecuaciones para cada uno de los nudos principales con la excepción del de re¬ 
ferencia. En consecuencia, el número de ecuaciones es igual al de nudos principales menos uno. Dispo¬ 
niendo del método de las corrientes de malla y del de las tensiones en los nudos, la elección de uno u 
otro en cada caso particular depende de la configuración del circuito. En un circuito con muchas ramas 
en paralelo hay, normalmente, muchos más lazos que nudos, exigiendo menos ecuaciones, por tanto, 
de nudos para resolverlo (véanse los Problemas 9-6 y 10-4). En otros casos, puede haber el mismo nu¬ 
mero de mallas que de nudos o haber menos mallas que nudos. En todo caso debe elegirse siempre el 
método que dé menor número de ecuaciones. 


PLANTEAMIENTO DIRECTO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE NUDOS 

Un circuito con cuatro nudos principales exige para su solución tres ecuaciones nodales. En no¬ 
tación general el sistema es 


YuVi + Y ía Y* + Yis Vs = Ii 

YüVi + Y 22 V 2 + YsíVj - I 2 

Yai Yj + Y 32 V 2 + YaaVa = la 


(5) 


El coeficiente Y u se llama admitancia propia del nudo 1 y es la suma de todas la . 

areladas al nudo /. De igual forma, Y 22 e Y s , son las admitancias de los nudos 2 y 3 respectivamente 
iguales a la suma de las admitancias conectadas a los nudos 2 y 3, 
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unen ambos nudos. Y ¡2 tiene t^gnó^neáatívo °e nU<, ° S 1 f 2 y es 13 SDraa llc ,od ‘ li l»v admitancias que 
De igual forma Y„ e Y son T C0 ™P vede <* 1» pnrnera de las Ecuaciones /). 
pediamente TodaA/™ a Us Cuadm,tanc,as de 1™ elementos que unen los nudos 2 y 3 1,3 es 
LaTmensilifr í COadm ' ,anclas «'■="«" signo negativo. Obsérvese que V 13 = Y lu Y , _ y 

que entra en efnud^ tiene^OTotosiv^“ rr “ n,e * ds . fuemcs í J ue P asan P u ' «1 nudo 1. Úna cómeme 
des I, e I, son las sumas h/T P IV °’ 3 3 <,U ° 83 c de nudo se le asl 8» a el negativo. Las intenrida- 
Por andida coñTa nmaé - C ° menteS ,«“ P 3san ** >“ ™ d ° a i y i. respectivamente, 
las tres ecuaciones nodales (í“ pu ”ta ^ 11,3113 (CapÍU “ 0 % 


Vn Y ia Y ia 
Y¿t Y 22 Y 23 
Y 31 Y a Yaa 


Vi 

v 2 

v 3 


It 

h 

h 


Las tensiones en Jos nudos V It V 2 y V 3 vienen dadas por 


(*) 


V, = 


It Y,* Y13 

h Y 22 Y Z3 

h Y 32 y 33 

—, V 2 = 


Yn Ix Y,a 
Y*, h Y 23 
Y ai I 3 Y 33 


V a = 


Yh 

Y«, 

Y„ 


Y ,2 
Y 22 

y 33 


II 

h 

I 3 


' * “ Ay 

na C queContiene 1 la^corn^lf 7 ^ ^ ^ iaS fracciones se desarrolla por los elementos de la colum- 

ornentes, se obtienen para las tensiones en los nudos las ecuaciones siguientes: 

V, = I, 


Ii 


V 3 = I, 

las ^ miembro de (?), (5) y (P) son las componentes del fasor resultante de 

MA d ITaT^Tfk m ? n V' 13 tCnSÍÓn Vl 63 ' a SUma de debida a la corriente l u 

ai 2 e I 3 (A 3 i /A í .) a I 3 . 1 

Ejemplo. 

tnciaL 80 ^ 135 eCUad ° neS de las tensiones cn los nud os del circuito de la Fig. 10^4 y expresarlas en forma ma- 


G?) * '•&) 

+ ''(S) 

( 7 ) 

&) * ’■&) 

♦ ufüb 

V Ay/ 

( 8 ) 

&) ♦ ■'© 

+ l8 (f7) 

(») 



Elegir el nudo 3 
que las corrientes en 
se obtiene: 


como referencia y numerar los nudos en la forma en que se ha hecho en la figura. Suponer 
as ramas se alejan de Jos nudos 1 y 2. Aplicando la primera ley de KirchhoíT a cada pudo, 
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Ed el nudo /: ÍLZMÍ + lilütíí? + Iizli = 0 

10 j’5 2 + jZ u 


c . j o V a “ v i V 2 

En el nudo 2 \ -4 — 4 . 


2 + jZ 
Agrupando términos, 


3-?4 + 5 ° 


(ñ + ¿s + 2h) v ' - (zT«) Va 

- (fTj2^ Vi + (2 + )2 + 3 - ji + 5 ) Vz 


5 / 0 ! 10 / 45 ° 

"TÓ j5 

0 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 

(18) 


En la matriz cuadrada que contiene las admitancias, Y n = 1/10 + l/j5 + 1/(2 + J2) por comparación 
con (<5}. Esto está de acuerdo con la definición de Y u como admitancia propia del nudo /, También Y 12 = Y 31 = 
—1/(2 4 - J2) en concordancia con la definición de coadmitancia, 

Ii en la notación general se definió como la suma de las corrientes en el nudo 1. De acuerdo con el conve¬ 
nio del signo, la corriente de la fuente de la rama izquierda tiene signo positivo y la de la fuente de la segunda 
rama, que se aleja de 1 , tiene signo negativo. Por tanto, Ij = (5/0°)/10 - (10/45° )/J5. La corriente I 2 en el nudo 2 
es cero, ya que no hay fuente alguna en las ramas conectadas con el nudo 2, 


ADMITANCIA DE ENTR/ DA 

Consideremos un circuito pasivo con dos terminales ex¬ 
ternos, como en la Fig. 10-5. La fuente de intensidad envía 
la corriente por el nudo / y se supone que las posibles admi¬ 
tancias en paralelo de la fuente están incluidas en el circuito. 

Como no hay más fuentes de intensidad en el circuito, la 
ecuación de Vj es 


V, 



(U) 


h 


1 



Circuito pasivo 


Fig,10-5 


La admitancia de entrada, se define como el cociente de la intensidad de corriente que circu¬ 

la procedente de una fuente única existente entre dos nudos y la caída de tensión correspondiente entre 
ambos. De la expresión (14), por tanto, 


v — I* — 

* entrada I tt 

Vi 4 i¡ 

En un circuito activo, la admitancia de entrada se define como la admitancia que presenta eJ cir¬ 
cuito en los terminales dados cuando todas las fuentes internas se hacen iguales a cero. Entonces, 


6 bien 


V 1 = 


r í All 

\-Ty 


) + P)(£) + Kt) 


+ 


y entrada 


= I 1 /V 1 = Ay/A 


11 



Por tanto, la definición de V eotra<ifl se mantiene tanto para un circuito pasivo como para uno activo. 


ADMITANCIA DE TRANSFERENCIA 

Una corriente que circula por un nudo en un circuito da lugar a tensiones en todos los nudos con 
respecto al de referencia. La admitancia de transferencia es el cociente de la corriente que entra en un 
nudo a la tensión resultante en otro nudo, haciéndose iguales a cero todas las demás fuentes. 
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Bu el circuito de la Fig. i0-6,1, es la intensidad de corriente 
que entra en el nudo r y la tensión resultante en el nudo s viene 
dada por 




Entonces, Y lriJ) , ferencía ri = I r /V, = A y /A„ Ffc.10-6 


Obsérvese que el punto de retorno de la corriente de entrada se ha elegido como nudo de referen¬ 
cia. Esto es preciso haoerlo porque de otra forma la corriente aparecería en más de un término en la 
ecuación de V, y la definición de Y [ranafercn£j , no sería válida. 

Utilizando las admitancias de entrada y transferencia, se obtiene el sistema de ecuaciones siguientes 
para V l5 V 2 y V 3 de un circuito de cuatro nudos principales: 


Vi = 



Y 

^ttUruda 1 



Y 


IttKirfcrencim 21 



v 

4 truttftrcncit 31 


v, = 


ii 


+ 


tmnjf eren cía 12 


[ entrada 2 


1 transferencia 32 




ii 


+ 


+ 


transferencia 13 


L transferencia 23 


- entrada 3 


Si solo actúa una fuente de intensidad en la red, con todas las demás hechas iguales a cero, son evi¬ 
dentes las definiciones de las admitancias de entrada y transferencia. 


Problemas resueltos 


10-1 Escribir la ecuación del nudo 2 de las Figs. 10-7(a) y 10-7 (¿). 

Como todas tas corrientes en la Fig. 10*7(a) se alejan del nudo 2 t la suma de las corrientes que salen del 
nudo es igual a cero. 

(V £ -V,)/j 2 + V 2 /10 + (V 2 + 1G¿0? >/j'5 = 0 

o bien -<l/;2)V t + fl/j'2 + 1/10 + 1/;5)V 2 = -10/0_° ¡ib 

En la Fig. 10-7(¿>) la corriente de una rama va hacia el nudo 2 y las otras dos se alejan. Poniendo que !a 
corriente que entra es igual a la suma de las que salen 

(Vi - V 2 )/j2 = V 2 /10 + (V 2 + 10¿0_° )¡ib 

Agrupando términos V 2 /10 + (V 2 + 10/0°)/;5 + (V 2 -V 1 )/j2 - 0 

o bien — (I/j2)V l + (1 /j 2 + 1/10 + l/;5)V a = -10/0^/?5 

Por consiguiente, puede hacerse cualquier elección de sentido de las comentes para escribir las ecuaciones 
de los nudos, ya que las ecuaciones que resultan son idénticas. 


1 



(a) 


íb) 


Fig.10*7 
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10-2 Escribir las ecuaciones de los nudos de la Fig. 10-8 y expresar el sistema en forma matricial. 

Se han numerado los nudos en la forma que se ve en la figura eligiéndose uno como referencia. Suponien¬ 
do que todas tas corrientes en las ramas salen de los nudos, se pueden escribir las siguientes ecuaciones de tos 
nudos 1, 2 y 3: 

+ V t /5 + (V, - V 3 + 10/Of )/{3 + ;4> = 0 

(V a — V 1 )/("j'8) + V 2 /10 + (V,-V a -5¿01)/(í4) - 0 

V 3 /8 + (V s - V, - 1G¿0^ )/(3 + ¿4) + (V 8 - V 2 + 5¿0f )/(;4) = 0 

Agrupando términos, 

(4ii + 1 + áT7í) v * - (4s) V¡ “ fe) Vj = + M 

-(4a) v, + (=5e + ¿> + *) v ‘ " (¿) v » = 

"(irní) 7 ’ " ( ji ) v • + (i + T< + dTi)*’ = 


V ii ¡ 


En notación matricial 


(4á + i + mr) -U) <dii) 

+ Jl + _/AA 

\ -ft) V -? 8 10 íV V i 4 j 

- (sTji) ~(ji) (s + H + T+1í)_ 


v, 

V, 

V 3 

L _J 


V 3 +> 4 / 

m 

( 10 US. _ S!S£\ 
V.3 + 3‘4 j4 ) 




10-3 Escribir el sistema de ecuaciones de los nudos de la Fig. 10-9 en forma matricial. 

Los nudos se han elegido en la forma que aparece en el esquema. En [y], Y n es la suma de todas las ad¬ 
mitancias unidas al nudo 7, (1/Z a ■+■ l/Jij + JíoC i). Yi¡ e Yj] son la suma de todas las admitancias comunes 
a los nudos I y 2 y a los 1 y J, con signo menos; esto es, Y u = -OcüCJ e Y u = -(1/üj). Los otros tér¬ 
minos de [y] se determinan de manera análoga. 

La única corriente de excitación en el circuito va hacia el nudo I y es, por tanto, positiva, I 3 = V^/Z^. 
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ajustan fufu' cimento f páraquesf" * T 

esta condición, determinar *, y L. en función de las otras constantes del circuito ” 

de nudo V^ut'dfl" “ n> ° “ W “ fi * unl - Si * toma la a un terminal de Z„ una tensión 

matrictü «•' ^ “ “ na COrnente “ ro “ ,ravés de Z »' El * ecuaciones nodales en forma 


+ iuC + S') 


HíuC, (*C + ¿ + ¿.) 

~(s) -0“C) 

Expresando V 3 en forma de determinante e igualando a cero, 

-Í3«C) 

-Ü<»C) 

<i) 


(*) 

“O'vC) 





Vi 


v fl /z ? 


V 2 

— 

0 


V 3 


0 

- 

_ J 


J 


V, =: 


(z B + iwC + i) 


;2*C + ~- +^ 

-0'«C) 




o 

o 


¿y 


- 0 


se obtiedc ,erTnlnante " Um ' rador tiene que “ r nul0 ' Desarrollándolo por los elementos de la tercera columna 


<VZ,> 


Por tamo, 
de donde 


= 0 


-jaC (;2wC + \IR X + I/jmLJ 

-1/ií -;«C 

-ü 2 C 2 + j2wC/R + l/(/f£j +- 1/0‘uiL^ÍJj = o 
R * ~ 1 y l x = l/(2y 2 C) 

„ .f s “ „ resal ‘ ado es el mismo que se obtuvo por el método de las corrientes de malla en el Problema 9-6 del 
Capitulo 9. Obsérvese de paso que el número de ecuaciones necesarias para ia solución del problema se ha re¬ 
ducido de cuatro a tres por este procedimiento. 



a b 

» -Vvvvv^-i 


-VWW— 


i - 10 ¿91 


AWMA- 

10 


B 


Fig. 10-11 

10-5 En el circuito de la Fig. 10-11 anterior determinar la tensión \ AB por el método de los nudos. 

Con solo dos nudos principales, basta con una ecuación nodal. Elegir el punto B como referencia y es¬ 
cribir la ecuación del nudo I. Aplicando la primera ley de Kirchhoff, la corriente I = 10/0° que entra tiene 
que ser igual a tas que salen: 

Í0 ZÍL= V^IO + Vj/(5 + /2) y V, = 10/0° / (0,281 /-14,2° ) - 35,6 /14,2° 

Como la corriente por la rama 5 + ¡2 es I = \ 1¿ ¡5_+ J2), la caída de tensión en la resistencia de 5 (i es 

V. 35,6 /14.2° 


r AH = 1(5) = 


(5+72) (6) = -7r+^r (5) = 33 ¿=is: 
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10-6 Determinar la tensión en el circuito de la 
Figura 10-12. 

El circuito no tiene nudos principales. Sin embar¬ 
go, si se elige el punto B como referencia y el punto A 
como nudo 1, se puede escribir una ecuación suponien¬ 
do que la corriente sale de A por ambas ramas. 


Vi - 10/0! Vi - 10/90° 


(5 + 3) 


(2 + j'5> 


o bien 


+ 2 + jsJ \ 8 2 + jh) 

de donde = V t = 11.8 /55,05° . 


" YvYW*- 


1 ib 

-i-aJüíP-1 


10/01 


©t 


t© 


10/90° 


-wvw- 

3 


X 


2 


Fig.10*12 


10-7 Hallar la tensión V AB en el circuito de la Figura 10-13. 



Las ecuaciones de los nudos son: 


En el nudo/: 10/0! = (V x - V^/S + V,/{3 + ¿4) 
En el nudo 2: (V* - Vj)/2 + V 2 /j 5 + V 2 /í'10 - 0 


Agrupando términos, 



3 + > 4 ) 


Vi 



10 /bl 


y 


Vi 


V 2 




j'5 



0 


10/0! -0,5 

0 {0,S — j0,3) 

(0,62 - jo7l6) -0,5 

-0,5 <0,5-/O) 

(0,62 - y0,16) 10/0! 

- 0,5 0 

Ay 


5.83 /—31° 
0,267/ — 87,42 c 


21.8 /56,42° 


5/0! 

0,267/-87,42° 


18.7 /87.42° 


V 3 es la tensión de A respecto de !a referencia. Como I fl = Vj/(3 + j4), la tensión V B respecto de la re¬ 
ferencia es 


V* 


Vi 

(3 + ;4) 


ítt) 


21.8 /56.42° 
<3 +¿4) 


(;4) 


17.45 /93,32° 


Con lo que la tensión pedida es 

y AB = \ A - V B = (18,7 /87,42° ) - (17.45 /93,32° ) = 2,23/ 34 ,1! 




















































CAP. ,0] ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 

KM Hallar en el circuito de la Fig. 10-14 las intensidades de corriente I Aí I fl e I . 

Tomando el nudo 1 y el pumo de referencia, en la forma señalada en la figura, la ecuación nodal es 
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Vi + 100¿lg0g V, Vl - 10ü/0_° 
20 10 + ío- 


= - o 


_ 200¿Ü^ - 100 /120° 

1 ' ' 5- - 50 - j'17,32 = 53 /-19.1 1 


de la que 

Se calculan ahora las corrientes en cada rama, 

( i + 100¿120_ )/20 - (50 - ;17,32 - 50 + ?86,6)/2Ü = 3,46/90° 
h - V t /10 - 5,3 /—19.J ° 

Ic - {V, -100/1°)/10 = (50 — j'17,32 — 100)/10 = 5,3 /-l60.9° 

Obsérvese que la suma de las tres corrientes que entran en el nudo de referencia es igual a cero. 
1 a + I fl + l c = 3j46/90_° + 5,3 /—19,1° + 5,3 /-160,9° 

~ + 5s0 - j’1,732 - 5 - / 1,732 = 0 

I<4-► 7 



150 /120° 


150/0° 


Lj 

5- 

| 10/46° 

f| 

Ic— T 

y 

1 j 


10 / 45 ° 


Fig. 10-15 

KM Hallar las corrientes en las lineas I,. I, e I c para el circuito de la Figura 10-15. 

Los nudos 1,2 y el de referencia están señalados en Ja figura Las tensiones en r™ m ,d n( v v 
directamente en d esquema, siendo igual a las tensiones ¿nsta^ ~Ad. ^ ‘ " 2 “ ” 

Vi — 150 /120“ y Y 2 = —150/0° _ 15 Q / 13 QO 

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a cada uno de los tres nudos, se podrán calcular las corrientes. 


En el nudo 1: l A — 

En el nudo de referencia: Ib — 
En el nudo 2\ le — 


1 ■ , v i" v 2 300/120° - 150/180° 
10/45° ^ 10/45° ~-! Ó/jS° - = = 


~V, 

10/45° 

-J^ + _ 

10/45° ^ 1P 45° 


10/45° 

V 2 150/—60° *f 150/0° 

1 C/1&!-i b¿46f = 

X/ _ V i _ 300 /180° - 150/120° 

~ -10 /45° -~ = 2 g /~I95° 


10-10 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-16, 1? po¬ 
tencia suministrada por la fuente y la potencia disi¬ 
pada en cada una de las resistencias del circuito. 

Tomando los nudos / y de referencia en la foma in¬ 
dicada en la figura, la ecuación nodal será 

(V x - 50/Üf )/5 + V t /;10 + y,/(3 - j4) ^ 0 

de donde 

v i = (Í0¿0° 1/10,326/10,6* } = 30. 7/- 10.6° 


iJ 

- 


50 / 010 ) 


!/io 



M 


:-;4 


Fig.10-16 
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ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 


Hallando ahora las corrientes en las ramas, supuestos los sentidos dados en la figura: 

I, = (50/0! - V t VS - (50/01 - 30,7/^10,61 )/5 = 4,12/15,9! 

1 3 = V j/(3 - JA) = (30.7 / - 10,6° )/(5/_^53Jl) = 6,14/42,51 

La potencia suministrada por la fuente es 

P = Vincos 6 = (50)(4,12) eos 15,9° = 198 W 

De la relación P - Rl a , la potencia disipada en cada resistencia vale 

P s = 5(¡i) 2 = 5(4,12) 2 = 85 W y í* 3 = 3{/ 3 ) 3 = 3(6,14) 3 = 113 W 

Obsérvese que la potencia total suministrada por la fuente es igual a la suma de las potencias disipadas 
por las dos resistencias del circuito, esto es, P T = 85 + 113 = 198 W. 


10-11 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-17, las tensiones en los nudos 1 y 2 con respecto a la re- 
ferencia elegida. 


B 4 * z 

_ \\W.Y -r-WWW—-I-WWW- 


60 / 0 ! (~)| 


:¿2 




te 50 /90° 


Fig. 1047 


Por 


ampie inspección se puede escribir el sistema de las dos ecuaciones nodales en forma matridal 


(l + ^ + i) "(i) 


- — 1 


/50/0! ^ 

\ 6 

/1\ /l 1 l\ 




/ 50/90! \ 

-(i) + + 


^2 


y * )] 


10 


-0,25 


de donde 


Vi = 


j25 (0,75 +/U> _ 18.6 /56,3° = 9il mzñ° 

- “ 0.546/-15^5° ’ 


(0,45 — ./0,5) -0,25 

-0.25 (0,75 + y0,5) 


(0,45 -j0,5) 10 

-0.25 j25 


Vo = 


_ 18 , 35 / 37 ^ 8 ! _ 33 , 6 / 53 . 75 ' 

0,546/-15,95= 


10-12 Dado el circuito de la Fig. 10-18 y conocida la caída de tensión V 0 en la impedancta 2 J2, de¬ 

bida a la fuente V (J hallar la relación V 0 /V t . 



Fig. 1048 























































i 



CAP. IQ ANALIS.S DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 13 I 

la tensió^deTnudo CM " 0 " “ figura ' 0)11 — *«*■. V. « 

Se puede escribir direcriupeme el sistema de ecuaciones de ¡os nudos en forma matriciai: 


Despejando 


V.6^ + 3 + 56) 

<i) 

Vi 


Vl 1 
6-/2 

L "(’h) 

(j6 + 6 2^72") 

_ 

v 2 

l_ _ 


0 


V 0 = V s = 


(0,506 - yÜ,131) V^S-jS) 

fl ,2 0 


(0,506 -JO, 131 ) JO,2 
j0.2 (0,45 + yO.ÜD) 


= (0,2 /-90° )Y,/(5-V21 
<0.276 /—7° ) 


= 0.1345 /-6l,2 ; 


Por tanto, — 0,2/_ 90° 

V < (5 - /2)(0.276 /—7° ) 

... ^ tf ¡ C0QKntt x f Uama de transferencia de tensión y permite el cálculo directo de la tensión de sa¬ 
lida en la rama dada para una tensión de entrada determinada, esto es, V 0 = V, (0,1345 /~ 61,2° ) 


10-13 Dados Jos nudos 1 y 2 en la Fig, 10-19, hallar la relación V^. 



Las ecuaciones de los nudos, dadas en forma matriciai, son: 


de donde 


Vr - 


f-+ JL + ^ 

\5 ' j2 ' k) 

i 

_i 

Vi 


(V./Í) 

r 

*.|i— 

(± + ± + ±_\ 
\4 T j5 ^ lo y 

r 

L 


í 

o 

L 


ÍV5) -0,25 

0 (0,35-JO,2)I 


iV,/5)(0,403/-29,8°) 


V* = 


(0,45 - /0,5) (V s /5) 
-0,25 0 


_ (V5X0.25) 


Xi _ (V^)(0,403/-29,8 ft )/A y 


- 1,61 /—29.8 c 


(V # /5)(0,25)/A r 

Otra solución. Expresar cada una de las tensiones en los nudos en función de los adjuntos. Puesto que 
tonceT S ° 4 dC imenSÍdad ’ ac,uando sobre el V, « I,(A U /A y ) y V 2 - IJA.j/A,). En- 


Vi 

V 2 


li(AnMy) _ ¿h _ 0,35 — jQ,2 

Ijtiia/Ay) Ais 0,25 


1,61/ —29,8° 
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ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP, 10 


10-14 Hallar las tensiones de los nudos 1 y 2 en el circuito de la Fig. 10*20 mediante las admitancias 
de entrada y transferencia. 



-¿10 


La matriz de admitancias [y], para la elección de nudos dada, es 


[Y] = 



-a) i 


(0,6 - j0,2) 

-0,5 

1 

- . - J 

^2 3 +¿4 -jlüj 


-0,5 

(0,62 - >0,06) 


Entonces, 


Y, 


(0,6 - >0,2) -0,5 

-0,5 iO.62-jO.06) 


0,194/-55,5= 


turad* 1 


*11 


(0,62 ->0,06 ) 0,62 / — 5,56= 

¿ r 0.19 4/- 55,5° 


= 0,313/“ 49,94° 


L irajuítreacU 21 


A.» (—1K—0*5) 


= 0,388 /-55,5 a 


En el nudo /: 


V» = 


Ii 


I, 


Como en el nudo 2 no hay corriente, esto es, I 2 = 0, tenemos 


V, = 




(50/0° )/lÜ 


Y„ lrt< u i 0>313 /—49,94 a 


= 15.95 /49,94° 


De igual forma, 


V, = 


Ii 




1, 


[ tnuuTerenci» 12 


(5Q/Q! )/io 

Y; aU «u! “ 0 > 388/-55^ 


12,9 /55,3 e 
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Problemas propuestos 

10-15 Determinar ei número de ecuaciones de tensiones en ios nudos que son necesarias para resolver cada uno de 
los circuitos de la Figura 10-21 (u-/). 






(c) 



if) 


Soi (a) 3, (ó) 5, (c) 1, (d) 4, (e) 4, (f) 4. 


10-16 Escribir la ecuación nodal para el nudo dado en la Figura 10-22. 



10-17 Dado el circuito de la Fig. 10-23 escribir las ecuaciones de los nudos y expresar el sistema en forma matricial. 
Escribir después, por simple inspección de la figura, la matriz [F] y compararla con ¡a obtenida de las ecua¬ 
ciones. 


10 



Fig. 10-23 
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ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 


10-18 En el circuito de la Fig. 10-24 y con los nodos representados escribir el sistema de ecuaciones correspondientes 
y ponerlo en forma matricial. Después escribir la matriz de impedandas [F] por simple inspección y com¬ 
pararla con la que se obtiene a partir del sistema. 




10-19 El circuito representado en la Fig. 10-25 anterior es un 
puente de Wieti. Escribir las tres ecuaciones de los nu¬ 
dos y expresar ei sistema en forma matriciai. Escribir 
después [K] directamente y compararla con la obtenida 
de las ecuaciones. 

10-20 Utilizando el método de los nudos, determinar en el 
circuito de la Fig, 10-26 ia potencia suministrada por la 
fuente de 50 voltios y la potencia disipada en las dos 
resistencias. Sol. 140, 80, 60 W, 


10 





60/0° ^ 

DI 

S-J'5 1 


Fig, 10-26 


10-21 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-27, la tensión 
por el método de los nudos. Sol. 75,4 /55,2° V . 



10-22 Determinar, en el circuito de la Fig, 10-28, la tensión V¡, Sol. 43,9 /14,9° V. 

10-23 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-29, la tensión en el nudo 1 y la corriente I,. Suponer que la dirección 
de I t es la que figura en el esquema. Sol. 17.7 /—45° V; 1,77 /135° A, 




¡0-24 Utilizando el método de los nudos hallar, en el circuito de la Fig. 10-30, la potencia suministrada por la fuen¬ 
te de 10 voltios y la potencia disipada en cada una de las resistencias. Sol . 36,7; 27,8; 6,66, y 2,22 W. 
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10-25 Hallar la potencia suministrada al circuito de la Fig. 10-31 por la fuente Vi = 50/0* voltios. Hallar también 
la potencia disipada en cada una de las resistencias del circuito. 

Sol. P = 354 W; P l = 256 W; P 2 = 77,1 W; /> 3 = 9,12 W; P A - 11,3 W. 



Fig.10*31 


F¡g. 10-32 


10-26 Hallar, por el método de los nudos, el valor de I t en el circuito de la Figura 10*32. Sol. 5/90° A. 


10-27 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-33, la tensión eficaz de la fuente V para obtener en la resistencia de 3 
ohmios una potencia de 75 vatios. Sol. 24,2 V. 



1 



Fig.10-34 


10-28 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-34, cuál debe ser la tensión de la fuente V para que la tensión en el 
nudo 1 sea 50/fF voltios. Sol. 71.6 /-30.2° V. 


10-29 Hallar la tensión en el nudo I en el circuito de la Figura 10-35. 


Sol. 179 /204,8 a V. 




10-30 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-36, las intensidades de corriente en las tres líneas, 1^, e I c . 
Sol. I0/60 q , 10 /-60° , 10/180° A. 


10-31 ¿Cuál debe ser la tensión de la fuente V 3 en el circuito 
de la Fig, 10-37 para que la corriente en Ja impedancia 
2 + J4 sea nula? Sol. 125 /-135° V. 

10-32 En el mismo circuito del problema anterior, ¿cuál será 
el valor de la corriente en la'impedancia 2 + /4 si V 2 = 
100/30° voltios? Sol. 12,1 /-11° A. 

10-33 En el problema anterior, ¿cuáles son las potencias su¬ 
ministradas por las dos fuentes al circuito? 

Sol. Pi = -90,6; P 2 = 1000 W. 


60 /J5° 



Fig. 10-37 
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ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 


10-34 El circuito de la Fig. 10-38 tiene una corriente de entrada de intensidad Ij. La corriente en la resistencia de 10 
ohmios es I 2 . Determinar la relación I 2 /í Sol 0,151 /25,8° . 


-W//A- 

4 


i 


10 


D'4 



Fig. 10-39 


Fig.tO-38 

10-35 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-39, la fundón de transferencia de tensión V 0 /V, por el método de los 
nudos. Sol. 0,707/45° . 

10-36 Determinar la función de transferencia de tensión V 0 /V ; para el circuito de la Figura 10-40. 

Sol. 0,1 $9 /-61,4° . 

8 

—vww- 



l = 20/45° 


3 ;4 

—ww ■ 


Fig.10-40 


2 " J ' S 

-WW-1(- 

Fig. 10-41 


10-37 Utilizando el método de los nudos, obtener la tensión a través del circuito paralelo de la Figura 10-41. 
Sol. 72,2 /53,8° V. 

10-38 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-42, las tensiones V BC y V CD por el método de los nudos. 
Sol. 35,4/451 V; 50/01V; 13,3/^901 V. 




— K - 


-J* 

c 

D * 


-;4 

-Jl- 


Fig. 10-42 

10-39 En el circuito de la Fig. 1043 bailar la tensión en bornes de las impedancias en paralelo por el método de tos 
nudos. Sol. 35 / — 24,8° V. 


)3 


-WAV- W—[ 

100/ilQt 


T 


;-;8 



Fig. 10-43 


Fig.10-44 


.i rirmito de la Fie 10-44, las tensiones en los nudos V, y V 2 y ta corriente en ta fuente de 
1<M0 Determinar en el ciaui o " 3° V. 1,44/38,8° V. 

10/30° voltios. Sol. 3,02/63¿_ V, — ! — 


































































CAP. 10] ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 
11W1 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-45, la potencia disipada en la resistencia de 6 ohmios por el 
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de los nudos 


Sol 39,6 W. 


por el método 


■AVvWA- 


2 >a 


so¿0^ 


©t 


-WJW - i 


i* 


|02O¿Oi 


Fig. 10-45 

1(W2 En el mismo circuito del problema anterior (Fig. 10-45) hallar la intensidad de corriente en la impedanda 
2 + /3 ohmios, con sentido positivo hada la derecha. Sol 1,73/40° A. 

1(M3 Calcular, en el circuito de la Fíg. 10-46, la tensión que cumpla la condición de que la corriente en la re- 
sistenda de 4 ohmios sea cero. Elegir un borne de la resistenda como nudo de referencia 
Sol 95, 4/—23,2° V. 



Fig.10-46 

1(W4 En el circuito del problema anterior se supone que V x = 50/0^ voltios y V 2 es desconocido. Determinar V 2 
de forma que la corriente por la resistenda de 4 ohmio? sea nula. Sol 26,2/113,2° V. 


1(MS Hallar, en el circuito de la Fig. 10-47, el valor de la inten: dad I 3 con el sentido dado en el esquema 
Sol 11,7 /112,9° A. 



Fig. 10-;f 


h 


10-46 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-48, la relación de lasdos tensiones de nudo V JV 2 . Sol 2,26 /96,35° 


-;2 


J5 


—ww—1(—r- 


10 ^ 30 ° 


©t 


-J'2 


Fig.10-48 
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10-47 Calcular el valor de V 0 en el circuito de la Fig. 10-49 por el método de los nudos. Soi. 1,5 6/128,7° V. 


1 0/Q° 




H-ÜHI 


V 0 


Fig. 10-49 

10-48 Determina];, en el circuito de la Fig. 10-50, las tensiones de los nudos V ( y V 3 . Sol. 18, 6/68,2° V. 



26,2 /113,2° 


19-49 Hallar, en el circuito de la Fig. 10-51, el valor de V 2 tal que reduzca su corriente a cero. Sol. 4 /180 a V. 



10 / 0 ° 



V 2 



Fig. 10-51 

10-50 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-52, el valor de la corriente de excitación 1 que da lugar a una tensión 
\ ÁB de 5 /30° voltios. Sol. 9,72 / —16° A. 



Y\iA%n 
















































Capítulo 11 


Teoremas de Thevenin y Norton 


INTRODUCCION 

Un circuito en el cual todas las impedancias permanecen fijas, se puede resolver tanto por el mé¬ 
todo de las corrientes de malla como por el de las tensiones en los nudos. Consideremos ahora el circuito 
de la Fig. 11-1, en el que las impedancias Z, lt Z 2 y Z 3 han de conectarse sucesivamente al circuito. Al 
unir cada una de ellas se obtendrá, según el método seguido, una matriz diferente de Z o Y y, en con¬ 
secuencia, habrá tres soluciones diferentes. La mayor parte del trabajo engorroso que esto lleva consigo 
se evita si se puede remplazar el circuito activo por un circuito simple equivalente. Este es el objeto de 
los teoremas de Norton y. Thevenin. 



Fig. n-i 


TEOREMA DE THEVENIN 

El teorema de Thevenin establece que cualquier circuito lineal activo con terminales de salida A y ü, 
tal como el representado en la Fig. li-2(a), puede sustituirse (o equivale) por una fuente de tensión V' 
en serie con una impedancia Z' [Figura 11-2(6)]. 


— — ■ • A 

Circuito 

lineal 

flPtivn 

_;—t* 


(a) 



(*) 


Fig. 11-2. Circuito equivalente de Thevenin 

to . y 

tes intemas iguales a cero. 
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TEOREMAS DE THEVENIN Y NORTON 


[CAP. 11 


La polaridad de la tensión equivalente de Thevenin, V', se elige de forma que la corriente en una 
impedancia que se conecte tenga el mismo sentido que si dicha impedaacia se conectara al circuito activo 
original. 


Ejemplo 1. 

Dado el circuito de la Fig, 11-3 determinar el circuito 
equivalente de Thevenin con respecto a los terminales AB. 
Utilizar el resultado para hallar la corriente en las dos 
impedancías, Z ( = 5 — J5 y Z 2 ~ 10/0~, conectadas su¬ 
cesivamente a los terminales AB y determinar la potencia 
a ellas suministrada. 

En la Fig. 11-3 la corriente 

I - 50/0_° /{5 + ;5 - jó) - 10¿¥ 

La tensión V' equivalente de Thevenin es entonces la caída 
de tensión en la impedancia 5 + j 5. Por tanto» 



Fig.11-3 


V' = V AB - 1(6 + ; 5 ) - 70 , 7 / 45 ° 

La impedancia de entrada en los terminales AB es V — - 5 — ?5. 

El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Fig. 1 l-4(a) con la fuente V' dirigida al terminal A. 



Si se une la impedancia Zj a los terminales de! circuito equivalente de Thevenin, se tiene la Fig. il-4(ó). En 
este circuito, 

I, = (70,7 /45° ),/(? - j5 + 5 - jS) = 5/9T y /\ - 5(/ t ) 2 - 125 W 

Con la impedancia Zi en lugar de la Z ( , Fig. 11 ^(c), se tiene 

I 2 - {70,1/4? )/(5 - ;S + 10) - 4,47 /63,43° y P 2 = l0(/ 2 ) 2 = 200 W 


TEOREMA DE NORTON 

El teorema de Norton establece que cualquier circuito lineal activo con terminales de salida AB, 
tal como el representado en la Fig. ll-5(a), puede sustituirse (o equivale) por una fuente de intensidad I 
en paralelo con una impedancia Z', Figura 11-5(6). 



.... * 4 



Red 

lineal 

activa 


j 







(ct) 



(&> 


Fig. 11-5. Circuito equivalente de Norton 
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La fuente de intensidad. I', equivalente de Norton es la corriente en un cortocircuito aplicado a los 
terminales del circuito activo. La impedancia Z' en paralelo es la impedancia de entrada del circuito 
en los terminales AB cuando se hacen iguales a cero todas las fuentes internas. Por consiguiente, dado 
un circuito lineal activo, las impedancias Z' de los circuitos equivalentes de Thevenin y Norton son 
idénticas. 

La intensidad de la corriente en una impedancia conectada a los terminales del circuito equivalente 
de Norton ha de tener el mismo sentido que la que circularía por la misma impedancia conectada al 
circuito activo original. 

Ejemplo 2. 

Dado d circuito de Ja Fig. 11-6, determinar el circuito equivalente de Norton respecto de los terminales AB. 

Utilizar el resultado para hallar la corriente en dos impedancias' Z x = 5 - JS y Z % = 10 /0\ unidas sucesiva¬ 
mente a los terminales AB y determinar las potencias a ellas suministradas. 


-;S 





B 



En la Fig. 11-7, cuando se cortocircuita AB, Y ~ 50/0° /(-jS) = 10 /90° . Al hacer la fuente igual a cero, 

„ _ -j'G(5 + ¿6) _ t 
Z “ G + Í5-Í5 “ 6 ~ ?6 * 

El circuito equivalente de Norton es d de la Fíg. ll-8(o). Obsérvese que la corriente va hacia el terminal A. 



Fig.11-8 


Si se conecta la impedancia Z i a los terminales del circuito equivalente de Norton, se tiene la Fig. ll-8(¿). 
La corriente que pasa por es I t = Z ^ ^ — 10 /90° - 5 /90° . La potencia suminis¬ 

trada a Zi vale P í = 5(1^ = 125 W. 

Con la impedancia Z x unida a ios terminales AB se tiene [Fig. ll-3(c)] 

I 3 = 1(5 - y5)/(15 - j$) = 4,47 /63,43° y P 2 = 10{/ 2 ) 2 = 200 W 


CIRCUITOS EQUIVALENTES DE THEVENIN Y NORTON 

En los Ejemplos 1 y 2 se han aplicado los teoremas de Thevenin y Norton a dos circuitos idénti¬ 
cos, obteniéndose resultados iguales. Se deduce, en consecuencia, que los circuitos de Thevenin y Norton 
son equivalentes entre sí. 
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Fig* 11-9, Circuitos de Thevenin y Norton 

U " 9 “ tl * ne *» n“S"ia Impedaneia Z' a la izquierda de los terminales AB de ambos cir- 

Tén ei I nZI nnrTrv. “ circ “ it ° s ' la corriente eD el de Thevenin viene dada por V'/Z' 

i ■ . ? ' as dos mtensi dades son iguales, tendremos la siguiente relación entre 

la comente equivalente de Norton y ia tensión equivalente de Thevenin: V — V'/Z', 

, í ,f T .p,^f de ( ? bt ^ n f r ¡5 111181113 ^f 01015 S1 se consideran las tensiones a circuito abierto en cada uno de 

I hSn í Vv/' dC Thevemn vaie V ' I" en el de Norton * ZT - igualando las dos tensiones, V' = ZT 
o Dien 1 = V /Z como antes. 

? “ u y *°T SOn ‘^lentes para una sola frecuencia. Las impedancias 
com p lejas del circuito activo se han reducido a la impedancia equivalente Z\ La tensión y Ja corriente 
equivalentes se han obtenido en las impedancias complejas del circuito activo. Ahora bien, puesto que 
toda impedancia depende de la frecuencia, se deduce que los circuitos de Thevenin y Norton son equi¬ 
valentes solamente para la frecuencia que han sido calculados. 


Problemas resueltos 


11-1 Obtener el circuito equivalente de Thevenin deí circuito activo de la Figura 11-10. 




Fsg. 11-11 


La impedancia equivalente del circuito se obtiene haciendo la fuente igual a cero. Así 

Z' = ¿5 + K 3 + j *> = 05 + vea* 

5 + 3 + ;4 2,6 

La corriente I en el circuito abierto de ia Fig. 11-10 es I = (10/0°)/(5 + 3 + j4) - 1 117/^26 6° La 
tensión a circuito abierto será la caída en la impedancia 3 + #, La 

V' = 1(3 +J4) = (1,117 /-26.6° 1(5 /53,I a ) = 5,58 /26.5° 

oor tflrtt^ ' iei ? e p J >f e * semitl0 * a corriente que entra en la impedancia 3 + J4, La fuente 
po nto, alimenta hacia el terminal A en el circuito equivalente, tal como se representa en la Figura 1I-1L 























tap ni 
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11-2 Obtener el circuito equivalente de Norton para el circuito activo de la Figura 11-10. 

La impedancia equivalente es Z' -- 2,5 +>6,25, como se calculó en el Problema 11 - 1 . 



0 . 83 ^ 41,65 


i>' 


Z' 

2.5 + >6,25 


r 




Fig -“ 12 Fie. ii-is 

a la P f^flO^T 108 ,enmnaI ' S AB - “ m ° “ 18 F,g - »-«■ 11 ^ «P» presenta él «multo 

Zt = 6 + gT fr + ffl = '■ 8S + = W23,2° 

U corriente, entonces, l T ~ 10/0°/Z r = (10/0° )/(6,35/23,2° ) = l,575 /~23,2° , con lo que 

v = lr ( dwh ) = w»¿=ss?(^) = oMhap' 

.0 qué ,U ' 13 " r " dWee h8cia " 


“’ 3 tencms CÍ T- 0 f'oí^éT» “"ÍT dad ° e " la F,g - U ’ 14 “ *>*«**» sucesivamente tres resis- 
tencias, R, - 1 ohnuo, R } = 5 ohmios y = 10 ohmios, a los terminales AB. Determinar la 
potencia suministrada a cada resistencia. 


A/WÍW- 



20 


.1 


Z' 

JWvw- 

3,7* 


A 


V' -i 




F¡g.11-14 


Fig.11-15 


Se obtiene el circuito equivalente de Thevenin, En la fig. 11-14 la corriente! = (20 — 101/(5 + 15) = 0 5 A 
La caída de tensión en la resistencia de 5 ohmios es V s = (5)7 = 2,5 V, con la polaridad señalada ’ 

La tensión de A respecto de B es 

v a> ~ y’ ~ 10 + V s - 12,5 V 

Si se hacen iguales a cero las fuentes de corriente continua, la impedancia Z es la combinación en parale¬ 
lo de las resistencias de 5 y 15 ohmios. 


Z‘ 


5(15) 

20 


3,76 


El circuito equivalente de Thevenin es el de la Fig. 11-15. Conectando ahora cada 
tencias a los terminales AB, las potencias respectivas serán: 


una de las tres resis- 


Con = 1 h ~ 12,5/(3,75 + 1) - 2,63 A y ?, = (1 )(/j) 3 » (l)(2,63) 2 = 6,91 W. 

Con R 2 = 5 íl, I 2 = 12,5/(3,75 + 5) * 1,43 A y P 2 = (5)(/ 2 ) a = (5X1,43)* =10,2 W, 

Con R 3 = 10 fl, I 3 = 12,5/(3,75 + 10) = 0,91 A y P 2 = (10)(/ 3 )* = (I0)(0,9l) 2 = 8,28 W, 
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11-4 Obtener el circuito equivalente de Norton respecto de los terminales AB del circuito de la 
Figura 11-16. 


... ■VMW 1 ’" 


ID 




V 

il' 


>B 


is 

- 




£0 



Fig.11-16 Fig.11-17 

Aplicando un cortocircuito a los terminales AB se tiene para la corriente /' 

T - 10/5 + 20/15 * 3,33 A 

La impedancia equivalente en los terminales AB con las fuentes de tensión iguales a cero es 

Z' = 5(15)/(5 + 15) = 3,75 fl 

El circuito equivalente de Norton es el de la Figura 11-17. 


11-5 Hallar el circuito equivalente de Thevenin del circuito de la Figura 11-18, 

Z' 


■MMV— 


65j8¿ 


-ÍT^Q | 




, A 


3,32 + )M1 


V 

20 / 0 ° 


■0t 




B 


Fig.ll-IS Fig. 11-19 

A circuito abierto hay dos mallas, como se ve en el esquema. La corriente I 2 viene dada por 


I 2 = 


B + j5 55,8 /—17,4 c 
—j'5 0 


279 /72,6 


6 + 75 —j5 

-7*5 8 + j’8 


83.7 /72,6 


z - 3 , 33 / 0 ^. 


La tensión a circuito abierto es, pues, \ ÁB = (6)I 2 = (6)3,33/0° - 2 0/0° . Por reducción del circuito 


Z' = 


[rr| +(2+i 


Í3)j 


6 + 


f 5(7*6) 


i- = 3,32 + jl,41 


[_5 + j*5 


^ + (2 + ?3) 


Í3)J 


El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Fig. 11-19 con V' dirigido hacia el terminal A . 


11-6 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-18. 
Poniendo los terminales AB en cortocircuito, la corriente vale 


It 


V 


5 + ;5 
-7*5 


65 , 8 ¿ z 17 ¿! 

0 


279 /72,6° 
{—5 + /50) 


- 5,58 /—23,14° 


5 + j& 
-;6 


-7*5 
2 + 78 














































CAP. li] 


TEOREMAS DE THEVENIN Y NORTON 


145 


La impedancia Z — 3,32 + j 1,41, como se calculó en 
el Problema 11-5. 

Como comprobación, ta tensión a circuito abierto del 
circuito equivalente de Norton en la Fig. 11-20 puede com¬ 
pararse con V' de Thevenin en el Problema 11-5, 

V,* ^ I'Z' = 5,5 8/-23,14° (3,32 + jl,41) 

= 20,1 /-0,14° 

En el Problema 11-5, V' = 20/0° ■ 


r—__ 

5 , 6 8 /— 23 , 14 ° 



« A 


I' 


+ B 


Fig.11-20 


11-7 Sustituir el circuito activo de la Fig. 11-21 
por uno equivalente de Thevenin en los ter¬ 
minales AB. 

En el circuito abierto la corriente es 

I = 20/0°/(10 + 3 - /4) = 1,47 /17,1° 

Por tanto, la caída de tensión en la resistencia de 10 ft 
es V 10 = (10)1 = 14,7 /17,1° . 

La tensión \ AB es ta suma de las tensiones de las 
dos fuentes más la calda de tensión en la resistencia 
de 10 Q, con Jas polaridades señaladas en la Fig. 11-22. 
Entonces, 



Fig.11-21 

14,7 /17,1° * 11,39 /264,4° 


v - = 20/<r - 10/45; 

La impedancia 2' = 5 4- ^ — 7,97 — j‘2,16. 

10 + o — j4 


El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Figura 11-23. 




11-8 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-21. 

Z' - 7,97 - A16, como se calculó en el Problema 11-7. 

Aplicando un cortocircuito a Jos terminales AB y eligiendo las corrientes de malla en el sentido de las agu¬ 
jas del reloj, se tiene 



13 - i A -20 

-10 ¿20 - 10/46° ) 

13-/4 -10 

-10 15 


156 /247,4° 
112.3 /—32,3° 


1.39 /279.7° 


La fuente de intensidad de Norton, I’, se dirige hacia el 
terminal A t Figura 11-24. 

Comparando ta tensión V oc a circuito abierto de este cir¬ 
cuito con la tensión equivalente de Thevenin V' del Proble¬ 
ma 11-7, 

V* = ZT - 18.25) /-15,2° )(1.39 /279,7° ) 

- 11,45 /264,5° 


I'_H- 

1 . 39 / 279 . 7 ° 


r 



y 


V' - 11,39 /264,4° 


Fig. 11-24 
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11-9 En el circuito activo de la Fig. 11-25 hay una fuente de intensidad I = 5/30^amperios. Hallar 
el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB. 



Fig.11-25 


Fig.11-26 


La impedancía equivalente Z' en los terminales AB con la fuente reducida a cero está formada por dos 
ramas en paralelo. En consecuencia, 


_ (5 + j5)(l5 + j5) _ 4 + ¿3 

(5 -t- j ’6 + IB + í5) 


A circuito abierto, la corriente se divide entre las dos ramas. Hallando el valor de I„ señalada en el dia¬ 
grama, se tiene 

I, 


= = 1 ' 686Má -° 

Puesto que - V' es Ja caída de tensión en la impedancia 5 + A 

Y = { 5 + ;5)/! = (7,07¿451)(1»585¿48 í 41) = 11,2/93^ 

El circuito equivalente de Thevenin es el de la Figura 11-26. 

1140 Hallar el circuito equivalente de Norton del circuito activo de la Figura 11-25. 

La impedancia equivalente del circuito, calculada en el Problema 1L9, es Z - 4 +j3 = 5¿36¿L 

Si se pone AB en corto en la Fig. 11-25 la intensidad 
de corriente es 


r = 5» (Amo) = 2 - í4 ^° 

El circuito equivalente de Norton es el dibujado en 
la Figura 11-27. 

A circuito abierto, el equivalente de Norton tiene 
una tensión =¡= {5 /36,9° )(2,24/56) — 11,2/ 93,5 .... 
En el Problema 11-9 la tensión equivalente de Thevenin 
era V' — 1 U/93,41. 


r—*• — 

*¿ 4 / 66 , 6 ° 


z' 


B 


Fig. 11-27 


11-11 Obtener el equivalente de Thevenin del circui¬ 
to puente dado en la Fig. 11-28. ¿En qué condi¬ 
ciones será cero la tensión a circuito abierto en 
los terminales AB ? 

Con la fuente de tensión igualada a oero la impe¬ 
dancia equivalente en los terminales AB está formada por 
la combinación en paralelo de Z t y Z¿ en serie con la 
combinación en paralelo de Z % y Z 3 . Por tanto, 



Fig.11-28 
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A circuito abierto, ia fuente V g entrega las corrientes de intensidades e I 2 del diagrama. 

Ii = V 0 /(2! + Z 4 ) y ¡ 2 = V tf /(Z 2 +Z a ) 

Suponiendo mayor el potencial de A que el de B se tiene 


V J = V 


Afl — 


Z 4 íi — Zjlj 

V 0 Z 4 

z¡ +% 


- V, 


I(Z| 


V,z a 

Zj + Zg 

Z,Z 4 - z t z 3 

+ Z 4 }(Z 2 + Z 3 }_ 


La tensión equivalente de Thevenin V' es proporciona] a 
la diferencia Z 2 Z 4 — ZiZg. Será V f = 0 cuando se verifique 
ZjZ* = z t z 3 . 


'©t 


Z' 


Fig. 11-29 


-• A 




tl-12 Obtener el circuito equivalente de Thevenin del puente de la Figura 11-30. 



Fig.11-30 


Fig.11-31 


La impedancia equivalente en los terminales AB con la fuente igual a cero es 

7- - 21(12 4- ¿2 4) 50(30 + ¿60) = 474/268° 

33 + ¿24 80 + ¿60 ’ t — L ^ 

A circuito abierto, la corriente en el lado izquierdo del puente es I, = (20/0_ )/(33 + ¿24). En el lado de¬ 
recho del puente, ¡ 2 - (20/0^ )/{80 + ./60). 

Suponiendo que el punto A está a un potencial más alto que B tenemos 


V' = V 


(20/0_“ )(12 + ¿24) (20¿Qf )(30 + ¿60) 


AB 


33 + ¿24 


80 -i- ¿60 


m 1 »[áfsi »+js] 


17Q.5" 


n-i3 


, ■ j 1 11 ^2 el circuito & 13, izquicrdíi de los terminales AB por su 

!quivTntóde Tte«nín. Determinar deipués la intensidad de coi tiente por la impedancia 2 -ft 
conectada al circuito equivalente. 

La impedancia Z puede ct.tene.se por reducción del circuito. La impedancia 5 - ft está en paralelo 
con la resistencia de 3 O. U impedancia equivalente es 


_ (5 - ¿2)3 

~ 8 - ¿2 


1,94 -- ¿0,265 
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A 

« A 


B 


-;2 


v-Qt 

2 . 16 / 9 , 7 ° 



Fig. 11*32 

Ahora Z L está en serie con la impedancía >5. Sumándolas 

Z 2 = 1,94 - >0,265 + >5 - 1,94 + >4,735 

Z' se determina combinando Z 2 y la resistencia de 5 O. Por tanto, 

(1,94 +>4,735)5 


Fifi. U-33 


Z 


= 3.04 /33.4° = 2,54 +>1,67 


6,94 + >4,735 

Hallando el valor de I 2 en el circuito abierto por el método de las corrientes de malla, 


U = 


8 - jZ 10/30° 
-3 0 


30/30‘ 


8 - }2 -3 

—3 8 + ¿5 


69.25 /20,3* 


= 0.433/9/P 


Entonces, la tensión a circuito abierto es la caida en la resistencia de 5 O. 

V' = 1,(5) = (0,433/9,7! }5 - 2,16/9/T 

Si se une ahora, Fig. 11-33, la impedancía 2 ->2 al equivalente de Thevenin, la corriente buscada es 
í = V ’/(Z' + 2 ->2) - (2,l6/9 1 7!_)/(4,54 —>0,33) = 0,476/1187! 


11-14 Determinar, en el circuito de la Fig. 11-34, una tensión V, tal que la corriente que circule por 
)a impedancía 2 + >3 sea cero. 



Z' 


4,9 + ¡2.t 


V 

121 Vü. - 


©t 


B 


Fifi.11-34 


Fig. 11-35 


Se aplica el teorema de Thevenin al circuito dado y se obtiene la tensión equivalente medida en los ter 
minales AB. A circuito abierto, las dos corrientes son I t - (30/0(5 +>5) t l 2 - V 3 ,1U. 

Suponiendo que el potencial de A es mayor que el de B, se tiene 

V' = V ÁB - 05)Ii - (6>I a - (/5)30/0!/(5 +>5) - V 2 (6)/l0 = 21.2¿4£_-0,6V 2 
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La comente en el circuito equivalente de Thevenin de la Fig. 11-35 es cero si V' = 0, Por tanto, 

0 = 21,2/451 - 0,ÓV 2 y V 2 ^ 35.4/45° 

Nota EJ valor de i a impedancia Z' en la Fig. 11-35 no hace falta en este problema, dejándose su cálcu¬ 
lo al lector como ejercicio. 


11-15 En el circuito de la Fig 11-36 determinar el valor de la fuente de tensión V t para el cual la co¬ 
rriente en !a fuente 20/0° voltios es nula. 



Fig. 11-36 


Fig.11-37 


Se obtiene el equivalente de Thevenin para el circuito activo a la izquierda de los terminales AB. A cir¬ 
cuito abierto, hay dos corrientes de malla I, e I 2 . Hallando el valor de I 2 , 


I„ = 


5 + ;5 V, 

-)5 0 

5 + j5 ~/5 

-;5 8 4- ;8 


v, 5¿yo* 

83.6 /72,6° 


La tensión a circuito abierto es ahora la caída en la resistencia de 6 ft, (6)I 2 . 


V = 


V, 5¿901 

( 6 )-— 

33,6/72.6~ 


(0,359 /17,4° )V, 


Si se conecta el circuito equivalente de Thevenin a los terminales AB, como en la Fig. 11-37, es evidente 
que para una corriente cero, V" tiene que ser igual a la otra fuente, esto es, V' = 2 0/0° . Por consiguiente. 
(0,359/17,4°)V t = 20/01, de donde V, = 55.7 /-17,4 C . 


La nota final del Problema 11-14 es también aplicable a éste. 


11-16 El circuito activo de ia Fig. 11-38 tiene tres im- 
pedancias Z, - 10/30°, Z 2 = 20/tF y Z 3 =* 5 - A 
que han de conectarse sucesivamente a los ter¬ 
minales AB . Determinar la potencia disipada en 
uidu mui de cllus, 


Se sustituye d circuito por su equivalente: de The¬ 
venin en los terminales AB y se unen las im peda ocias 
al circuito equivalente. 

Para calcular la impedancia de entrada se eligen tres 
corrientes de malla como si una fuente alimentara en¬ 
tre A y B en la forma indicada en la Fig. 11-39. Enton¬ 
ces, la impedancia de entrada Z e nuvi»i es Z del cir¬ 
cuito de Thevenin, De la definición de se tiene 

Z en( „d*> = ¿./A u- sietíd0 
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(5 + ¿5) —6 (5 + ¿5) 

-5 (10 + ¿10) (-5 - ¿10) 

(5 +¿5) (-5-¿10 ) (15 + ¿15) 

( 10 + ¿ 10 ) (- 5 -¿ 10 ) 

(-5 - ¿10) (16 + ¿15) 

Sustituyendo Z' ^ Z írtl „ dl , = iíj¿ n = 1455 /121° ¿213,5 /69,4 


= 1455/121* 


* 1 L - 


= 213,5 /69.4° 

0 “ 6,82 /51,6° = 4,23 + ¿5,34 




-VMW- 


ií 



i— nsGtr>- 


■AWA V 

5 


no 

-'7RRP- 


nA 


h 


10 


-WvVW- 



Fig. 11-39 Fig. 11-40 

En el circuito abierto hay dos corrientes de malla 1, e I 2t Ftg. 11-40; las intensidades son 

50 5 

50 15 + ¿5 | _ 558 /26,6° 


l x = 


la = 


10 + ¿10 5 

5 15 + ¿5 

10 + ¿10 50 

5 50 


213.5 /69,4* 


= 2.62 7-42,8° 


558 /63,4* 


213.5 /69,4* 


- 2.62 /—6° 


Z' 


Ahora bien, la tensión equivalente de Theveoin V' es 
la tensión a circuito abierto V 4Í , suponiendo el punto A 
a un potencial más alto que el de B. En la Fig. 11-40 la 
caída de tensión en la resistencia de 5 Q en la rama central 
y en la reactancia ¿5 en la rama inferior se han marcado 
con sus polaridades instantáneas. Entonces, 

V* - y M = 1,(5) - Iat/5) 

= (2,62 /-42,8° )(5) - (2,62/-6° )(5/90" ) 

- 23, 4/ - 69,4° 

El circuito equivalente de Theveoin se ha representa¬ 
do en la Fig. 11-41 con la impedancia de carga Z L conec¬ 
tada a los terminales AB. 

Sustituyendo los valores dados de Z L en I = V’/(Z' + ZJ se obtienen las corrientes y las potencias pe¬ 
didas. Por tanto. 

Con Z L = Z, = 10/30° = 8,66 + ¿5, 

23, 4/ — 69,4° 



h = 


(4.23 + ¿5,34 + 8,66 + ¿5) 

Con = Z 2 = 20 ¡W , 

23. 4/-69.4° 

1 = (4,23 + ¿5,34 + 20) 
Con Z L = Z 3 = 5 - ¿5, 

23,4 /-69,4° 


— = 1,414 /-108,2° y /\ =* Re Z = (S,66)(1,414)* = 17,32 W 


= 0.94 0/ — 81,8° y P 2 = (20)(0,940) 2 = 17,65 W 


(4,23 + ¿5,34 + 5 - ¿5) 


— = 2.54 /—71,5° y = <5)(2,54) ;í = 32,3 W 
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Problemas propuestos 

11-17 Obtener el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito activo de la Figura 11-42 
Sol. T = 9,43 íi; V = 6,29 V (B+). 

11-18 Obtener el circuito equivalente de Norton del correspondiente de la Figura 11-42. 

Sol. Z' = 9,34 íl; /' = 0,667 A. 



Fig, 11-42 



íü V 


11-19 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito activo dado en la Figura 11-43, 
Sol. Z' - 1,52 £1; V’ = 11,18 V (5+). 


11-2Q Hallar el circuito equivalente de Norton del circuito de la 
Figura 11-43. Sol. T = 1,52 íl; /' = 7,35 A, 

11-21 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales 
AB del circuito puente representado en la Figura lí- 44 , 
Sol . T = 55,5 Ü; V = 0 V. 

11-22 En el circuito del problema anterior se sustituye la resis¬ 
tencia de 500 ohmios por otra de 475 ohmios, Determinar 
el circuito equivalente de Thevenin. 

Sol. Z' = 55,4 O; V = 0,0863 V (A +). 



Fig.11-44 


11-23 Utilizar el teorema de Thevenin en el circuito puente de la Ftg, 11-45 para hallar la desviación de un galvanó¬ 
metro conectado a AB con una resistencia de 100 ohmios y una sensibilidad de 0,5 microamperios por milí¬ 
metro. Sol. D *= 19,5 cm, 




Fig,11-45 


Fig. 11-46 


11-24 Hallar e! circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del puente de alterna de la Figura 11-46. 
Sol. Z‘ = 88,7 /11,55° £1; V' - 0,192 / -43,4° V. 


11-25 Utilizando el teorema de Thevenin hallar la potencia disipada en una resistencia de 1 ohmio conectada en los 
terminales AB del circuito de la Figura 11-47. Sol. 2.22 W. 
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11-26 Repetir el Problema 11-25 utilizando el circuito equivalente de Norton. 

2 3 


g í® 

— ..jyAW | W vY —A 


!0¿0f 


©t 


1C jlfl j5 

r^wvw——'rón- »A 


j£ 


10/0? 01 


-© 3 


ji 



>5 


Fíg.U-47 


Fig.11-48 


11-27 Obtener e) circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito activo de la Figura 11-48. 

5o/. Z' = 10,6/452 O; V' - 11,17 /-63,4° V. 

11-28 Hallar el circuito equivalente de Norton en los terminales AB del circuito de la Figura 11-48. 

Sol. T - 10.6/45" O; I' = 1,05 /251,6° A. 

11-29 Utilizar el teorema de Thevenin para hallar la potencia disipada en una impedancía de 2 + JA ohmios conec¬ 
tada a los terminales AB del circuito activo de la Figura 11-49. Sol. 475 W. 


11-30 Repetir el problema anterior utilizando el teorema de Norton, 


i— ww-sTXT- 


n 


I 


-VAV- 

6 


4 


100/0 6 


©t 


A 
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ii 


( ©60¿ 


/—90 a 6/30° 



Fig,11-49 Fig.11-50 

11-31 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito activo de la Figura 11-50. 

Sol. T - 5,55/01 O; V' = 5.9/16.4 a V. 

11-32 Determinar el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-50. 

Sol. Z' - 5,55/0: íl; I - 1,06/16,4" A. 

11-33 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los teiminales AB del circuito activo de la Figura 11-51. 

Sol. Z ! - 2,5 f /12.5 O: V = 250¿45/; V. 

11-34 Hallar el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-51. 

So!. Z - 2.5 + ./12,5 n; I' » 2JV-2iJ ¡ 0 _ A. 

11-35 En d circuito de la Fig, 11 52 hallar la corriente que pasa por !a impedancía 3 + /4 ohmios sustituyendo, en 
primer lugar el circuito en los terminales AB por su equivalente de Thevenin. 

So!, Z - 3,53/45: £2; V' - 70,7/1351 V; * " A - 

60 / 0 ? 

-0-—-—1 


r" 

l í5 

< 


s 

C* 


B 






50:so;: {] 


^ r» 


jCV 



50¿0i 


Fig. 11-5* 


Fig. 11-52 
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11-36 Repetir ei problema anterior utilizando el teorema de Norton. 

5o/. Z' - 3,53/45^ íl; l = 20/90* A; I = 8,3 /85,2° A. 

11-37 En et circuito de la Fig. 11-53 una fuente de intensidad de 15 /54° amperios alimenta en los terminales señala¬ 
dos en el esquema. Sustituir el circuito, en AB, por un circuito equivalente de Thevenin. 

Sol. Z‘ = 11,48 -f jl,l9 Q; V' = 28,6 /83,8° V. 

11-38 Obtener el circuito equivalente de Norton en los terminales AB del circuito de la Figura 11-53. 

Sol. T = 11,48 + j>T,19 11; ! - 2,47 /77,9° A. 



Fig.11-53 Fig. 11*54 


11-39 Obtener el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito de la Figura 11-54, 

Sol. Z' = 5,34 /—49,8° íl; V' = 43.3 /-70,6° V. 

11-40 Obtener el circuito equivalente de Norton de la Figura 11-54. 

Sol Z ® 5,34 /-49,8° íl; I' - 8,l /-20,8° A. 

11-41 Utilizando el teorema de Thevenin hallar la potencia disipada en una ímpedancia Z — 10 /60° ohmios conec¬ 
tada a los terminales AB del circuito de la Figura 11-55. Sol. 23 W, 

11-42 Repetir el problema anterior empleando el teorema de Norton. 




Fig.11-55 Fig.11-56 


11-43 Obtener el circuito equivalente de Thevenin del cir¬ 
cuito activo de la Figura 11-56. 

Sol Z' = 5,09 /-82,5° O; V' - 46,2/-57,5/1 V, 

11-44 Hallar el circuito equivalente de Norton del circuito 
de la Figura 11-56. 

Sol Z' - 5,09 /-82,5° íl; 1 = 9,05/25// A. 

11-45 Determinar el oír cuito equivalente de Thevenin en los 
terminales A¿> deí circuí i o activo de la Figura 11-57. 
Sol. Z' = 6,2/5T,jT_n; V' - 62.6/ 44,17° V. 
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Fig. 11-57 
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11-46 Obtener el circuito equivalente de Norton de la Figura 11-57. 

Sol. Z = 6.2 /51,8° O, I' = 10.1 /-7,63° A. 

1M7 El circuito activo de la Fig. 11-58 contiene una fuente de intensidad de 4 /45° amperios y una fuente de tensión 
de 25/90° voltios. Hallar ei circuito equivalente de Thevenin en ios terminales AB. 

Sol. Z' = 3,68/3610; V' = 22.2/98° V, 

H _48 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-58. 

Sol. Z = 3.68/36° O; I' = 6.03/6 2 ° A. 





Fig. ti-58 Fig. 11-59 

11-49 Hallar ei circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito activo representado en la Figura 11-59. 
Sol. Z' = 3.47 /6,85° O; V' = 31,2 /6,89° V. 

11-50 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-59. 

So!. Z = 3.47 /6.85° fl; I' = 9,0/CT A. 
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Capítulo 12 

Teoremas generales de circuitos 


INTRODUCCION 

Los métodos de las corrientes en las mallas y de las tensiones en los nudos permiten resolver la mayor 
parte de los problemas de circuitos. El estudio de los teoremas de Thevenin y Norton en el Capítulo 11 
ha demostrado también su eficacia en el ahorro de tiempo de los cálculos numéricos necesarios en el 
caso de que ha/a que conectar, separadamente, a un par de terminales diversas impedancias, Análoga* 
mente, Jos teoremas que van a estudiarse en este capitulo tienen como objeto simplificar la resolución 
de algunos tipos especiales de problemas de circuitos. Desde este punto de vista, puede considerarse 
este capítulo como una ampliación del Capítulo lt. 


TRANSFORMACION DE ESTRELLA-TRIANGULO (Y - AJ 

El circuito pasivo de tres terminales formado por las tres impedancias Z 4 , Z H , Z c , dispuestas en 
ia forma representada en la Fig. 12-1 fu), constituyen lo que se llama una conexión en triángulo (cone- 
xión*A). Se llama conexión en estrella (conexión-Y) al circuito pasivo de tres terminales formado por 
las tres impedancias Z t , Z 2í Z 3 , conectadas en la forma representada en la Fig. Í2-1(¿>). Los dos circuitos 
son equivalentes y sus respectivas impedancias de entrada, salida y transferencia son iguales. 


Z|< _ Z L 

Z 3 

A ! 

( V) , 

Z. Z c | 


V 0 V, 

i) 

1 

Z 2 (Z 


(a) ( b) 


Fig.12-1 


Sea V, la tensión de entrada y V 0 la correspondiente tensión de salida en cada uno de los circuitos. 
Elijamos la comente de entrada, l it y de salida, I 0 , con el sentido de las agujas del reloj en Jos dos cir* 
cu i tos y sea I 2 la comente en la malla central de la conexión-A, con el sentido marcado. 

La forma mat ricial del sistema de ecuaciones en las corrientes de malla del circuito de conexión-A es 


7.a -7.a 

0 ‘1 

h 


\V 

7.a ¿X t 'lu -r 7 

c --Zc 

h 

t 

—■ 

ü 

0 -Zc 

Zr 

¡ lu 

J 

^-Vu_ 
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Las impedancias de entrada, salida y transferencia 

son 


/ — 
^entrada 

A* 

ZaZb 

Añ ~ 

Za + Zb 

7 — 

A* __ 

ZbZc 

^salida — 

A 33 

Zb 4 Z c 

7 - 

^Eiansfíríncia 

A* 

A 13 

Za 


El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla del circuito con conexión-Y, Fig. 12-1 (b), son 


Z\ + Zi 

~z 2 


m _ 

v/ 

z 2 

Zj H" Z^ 


[i.j . 

_-v* 


Las impedancias de entrada, salida y transferencia son 


7 

^entrada 

^salida 

7 

ncij t'.s 


A 

_ ZIZ2 + Z1Z3 + Z2Z3 

Ah 

Z t + Z3 

Al 

_ Z]Z 2 + Z1Z3 4 - Z*Z 3 

A22 

Zi + Z2 

A*_ 

ZIZ2 + Z1Z3 4 Z2Z3 

A12 

z 2 


Igualando las impedancias de los circuitos en triángulo y en estrella se tiene, 

ZaZb Z1Z2 Z1Z3 "f Z2Z3 

Z4 4* Zg Za 4* Z3 

ZaZc _ Z1Z2 + ZiZ.í 4- Z2Z3 
Zs 4- Zc Zi i Zg 

7 _ ZIZ2 + Z1Z3 4 - Z2Z3 


(/) 

( 2 ) 

(3) 


Sustituyendo en {/) y ( 2 ) la expresión de Z B en (J) y despejando Z A y Z c resulta 

(5) Zc 


(i) Z A = Z|Zl + Z ' Z:1 + ZlZ 2, «' - Z.Zí + z,z, + Z 2 Z, 


Por consiguiente, la conexión en estrella de Z l5 Z 2 y Z 3 puede sustituirse por la conexión en triángulo 
de Z A , Z fl y Z c , de acuerdo con Jas Ecuaciones (i), {4) y (á). 

Para hacer la transformación de ó a Y se suman las ecuaciones (i), (4) y (5) y se halla la inversa. 

I = z.z-z, .. 

Za + Zfi + Zc {ZxZi 4- ZiZ a + Z 2 Z 3 ) a {} 

Multiplicando ahora el primer miembro de (6) por Z¿Z fl y el segundo miembro por las expresiones de 
Z A y Z B en (4) y (J), 


(' i )Z a Zb 

— Z 1 Z 2 Z 3 

^ZjZí + Z 1 Z 3 + ZaZa\ 

/ZiZ i 4- Z 1 Z 1 4 Z¿¿s\ 

\Za + Zb + Zc) 

(ZjZ 2 4- Z(Z 3 + Z 2 Z 3) 2 

< z 3 1 

l Zí ) 


Z^Za 

Za 4 Z B 4- Zc 


de donde 


Z, 
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Operando en forma análoga se pueden hallar Jas expresiones para Z 2 y Z 3 en función de Z A . Z B y Z c . 
Seguidamente presentamos una recapitulación de los resultados completos de las transformaciones 
estrella-triángulo e inversa. 


Transformación Y -» A 
Z A 

Za 

Zc 



_ Z\h'> \ Z \ Zí:\ + Z- 2 Z 3 

_ Z)Z¿ ■!* Z|Z:i + Z2Z3 

_ 

_ ZtZ, + Z|Z:l T- ZoZ .3 


Transformación A -*■ 
Z a Zb 


Zt = 

z 2 = 

Za = 


Z A + Zíi H" Zc 

Z A Zc 

Za + Zíí + Zc 

ZbZc 

Za + Zb + Zc 
Zfl 



Fig.12-2 Fig. 12-3 

Para determinar las relaciones anteriores son útiles las siguientes reglas mnemotécnicas. 

1, Transformación estrella-triángulo. 

Cualquier impedancia del circuito en A es igual a la suma de los productos de todos los pares 
posibles de impedancias Y dividida por la impedancia opuesta del circuito en Y. 

Así, por ejemplo, en la F’ig. 12-2, Z Á viene dada por la suma de los tres productos binarios dividida por Z 3 , 
que es la impedancia opuesta del circuito Y. 

2. Transformación triángulo-estrella. 

Cualquier impedancia del circuito en Y es igual al producto de las dos impedancias adyacentes 
del circuito en A dividido por la suma de las tres impedancias de dicho circuito. 

Así, por ejemplo, en la Fig. 12-3. Z t viene dado por el producto Z^Z fl , impedancias A adyacentes, dividido 
por la suma de las tres impedancias del circuito A 


TEOREMA DE SUPERPOSICION 

El teorema de superposición establece que Ja respuesta en cualquier elemento de un circuito lineal 
bilateral que contenga dos o más fuentes es la suma de las respuestas obtenidas para cada una de las 
fuentes, actuando separadamente y con todas las demás fuentes iguales a cero. 

Este principio de superposición estaba realmente implícito en los dos métodos de análisis por las 
corrientes en las mallas y las tensiones en los nudos. Dichas corrientes y las tensiones venían determi¬ 
nadas por cocientes de dos determinantes (véanse Capítulos 9 y 10). El desarrollo de los determinantes 
del denominador por los elementos de la columna que contiene las fuentes da lugar a ecuaciones del 
tipo siguiente: 


I. 


V, 


Az 


+ 

Az Az 


■F 


(7) 


I, 


A 


11 


+ I 


A 21 

: a7 


+ •13^ + 

ay 


V 


V, 


<*) 
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Los términos de (7) son las intensidades componentes de la corriente de malla I t debidas a las ten¬ 
siones de alimentación V„ V 2 , etc. Los términos de (5) son las componentes de la tensión de nudo V L 
debidas a las corrientes de excitación I t , I 2 , etc. 

Si se eligen las corrientes en las mallas de manera que todas las fuentes estén en ramas no acopladas, 
los términos de (7) serán idénticos a las corrientes que resultarían si las fuentes actuasen separadamente. 
De forma análoga, si las fuentes de intensidad de un circuito que ha de resolverse por el método de los 
nudos tienen el mismo punto de retorno, tomando este punto como referencia, los términos de (5) serán 
idénticos a las tensiones que se tendrían en los nudos si cada fuente actuase separadamente. 

El principio de superposición se aplica para determinar las corrientes y las tensiones en los nudos 
que están relacionados linealmente con las fuentes que actúan en el circuito. La potencia no se puede 
hallar por superposición, ya que la relación entre la potencia y la corriente o la tensión es cuadrática. 


TEOREMA DE RECIPROCIDAD 

El teorema de reciprocidad establece que en un circuito lineal, bilateral, con una sola fuente, la re¬ 
lación de la excitación a la respuesta es constante al intercambiar las posiciones de excitación y respuesta. 

El teorema se puede demostrar en el caso de corrientes en las mallas con una fuente única de ten¬ 
sión en el circuito, considerando la ecuación siguiente para la corriente de malla I r 


I, = V,^ + + 

A z A* 


+ + 

A t Ai 


Sea V, (a única fuente en el circuito. Entonces, 


Ir = 


V 


A 


sr 



El cociente de la excitación a la respuesta es 


V, = ^ 

Ir Ajr 


2 


transferíncii sr 


(*) 


Ahora bien, al cambiar las posiciones de la excitación y la respuesta, la fuente será V,. y la corriente I a , 


h 


Vr 


Arg 

Ai 


La relación excitación-respuesta es, ahora, 


Vr 

L 



Z 


transferencia rs 


( 10 ) 


Las dos impedancías de transferencia dé (9) y (70) son iguales en todo circuito lineal bilateral, ya 
que en tales circuitos la matriz de impedancías [Z] es simétrica respecto de la diagonal principal y los 
adjuntos A„ y A„ son iguales. Por tanto, la corriente en la malla r originada por una fuente de tensión en 
la malla s es igual que la corriente en la malla s cuando la fuente de tensión se traslada a la malla r. 
Debe observarse que las corrientes en otras partes del circuito no se mantendrán iguales. 

El teorema de reciprocidad se aplica también a circuitos que contengan una sola fuente de inten¬ 
sidad, En este caso, el teorema establece que la tensión resultante en un par de terminales m n originada 
por una fuente de intensidad que actúa en los terminales a ó es igual a la tensión en los terminales a b 
cuando la fuente se traslada a los terminales m n. Debe observarse que las tensiones en otros puntos del 
circuito no se mantendrán iguales. (Véase Problema 12-9.) 
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TEOREMA DE COMPENSACION 


Una impedancia Z de un circuito, por la que circula una corriente de intensidad I, tiene una caída 
de tensión ZI. De acuerdo con el teorema de compensación, esta impedancia se puede sustituir por una 
f.e.m. de compensación, cuyo módulo y fase sean las de ZI. De igual modo, si la tensión en bornes de 
un elemento o rama de un circuito que contiene una impedancia Z es V, dicho demento o rama se puede 
sustituir por una fuente de intensidad I - V/Z. Las corrientes y tensiones en todas Jas demás partes 
del circuito permanecen invariables después de la sustitución de la fuente de compensación. El teorema 
de compensación recibe también el nombre de teorema de sustitución. 


En la Fig. 12-4(a) una rama de un circuito contie¬ 
ne las impedancias Z A y Z B . Si la corriente en esta rama 
es J 2 , !a caída de tensión en Z A es Z A l 1 con la polaridad 
indicada. En la Fig. 12-4(6) puede verse ia fuente de 
compensación V ( = Z A l t que sustituye a Z A . La pola¬ 
ridad de V c ha de ser la señalada, puesto que la flecha 
convencional apunta hacia el terminal positivo. 

Si en el circuito se produce un cambio cualquiera 
que afecte a I t , la fuente de compensación ha de variar 
en consonancia. Por esta razón, la fuente de compensa¬ 
ción V f se denomina fuente dependiente. 



(a) <í>) 

Fig. 12-4 


El teorema de compensación es útil para determinar las variaciones de corriente y tensión en un 
elemento de un circuito cuando varía el valor de su impedancia. Esta aplicación se presenta en los cir¬ 
cuitos puente y potenciométricos cuando una ligera variación en una impedancia da lugar a un despla¬ 
zamiento de tas condiciones de equilibrio. 



Fig.12-5 


En la Fig. 12-5(a) 1a fuente V aplicada a un circuito origina una corriente I = V/Z. En la Fig. 12-5(6) 
la impedancia del circuito se ha modificado a (Z + ÓZ). Entonces, la intensidad de la corriente es 
I' = V/(Z + SZ). Ahora bien, una fuente de tensión de compensación V c = (¿Z)I, actuando en el cir¬ 
cuito con las impedancias Z y ÓZ y con la fuente original puesto igual a cero , da lugar a la corriente 
AI [Fig. 12-5(c)]. AI es la variación de la corriente originada por la variación bZ en la impedancia del 
circuito. Por el teorema de superposición I + AI = I' o bien AI = I' — I. 


Ejemplo. 

En el circuito de la Fig. 12-6 se sustituye la impedan¬ 
cia 3 + J4 por 5 + J5, esto es, SZ = 2 -+_/]. Determinar 
la variación de la intensidad de corriente por cálculo directo 
y comprobar el resultado aplicando el teorema de compen¬ 
sación. 

Antes del cambio, I = V/Z = (50 /0° )/{5 /53,1° ) = 
1 0/—53,1 a . Al añadir SZ al circuito, Fig. I2-7(a), se tiene 



I' = V/(Z + SZ) = (50/0^ )/(5 -J- jo) = 7,07 /—46° 


Fig.12-6 
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La variación de corriente es 

Al = r - I = (5 - í'6) - {6 — j8) = -1 + j'3 - 3,16 /108,45° 



(o) 


Fig,12-7 



W 


Aplicando el teorema de compensación, la fuente de compensación V c = (<5Z)I = (2 + j\ )(l D/-53,r } = 
22,35 /-26,5* 1 . Insertando la fuente en e) circuito que contiene Z y ¿Z y haciendo igual a cero la fuente 50/0" , 
Fig. 12-7(i), la variación de corriente será 


AI 


V, _ 22.35 /—26.5° 

Z + SZ 5 -f- j'5 


3.16 /108,45° 


Por consiguiente, cuando se cambia la impedancia de un circuito y se desea conocer el cambio correspondiente 
en la intensidad AI, se obtiene haciendo actuar La fuente de compensación V c en el circuito, igualando a cero el 
resto. 


TEOREMAS DE TRANSFERENCIA DE LA POTENCIA MAXIMA 


El siguiente teorema de transferencia de la potencia máxima determina el valor de las impedancias 
de carga que dan lugar a la transferencia de un máximo de potencia entre los terminales de un circuito 
activo. 

Se considera una combinación en serie de una fuente y una impedancia compleja fija suministran¬ 
do potencia a una carga formada por una resistencia variable o por una impedancia compleja también 


variable. 

Casa 1. Carga: Resistencia variable R t (Figura 12-8). 
La corriente en el circuito es 


I = 


1 = 


|i| 


_V,_ 

(R : j 3 " J?l.) + jXg 

K 

\ZíF,+R¡y + x? 



Fig.12-8 


La potencia suministrada a R L es, entonces. 


P = PR l 


vIrl 

(R, + Rl) 1 + Xl 


Para determinar el valor de R ¿ para que la potencia transferida a la carga sea máxima, se hace la 
primera derivada dP/dR L igual a cero. 


dP 

dR¡. 

o bien 


VlRi 


dR L [(r. + Rl) 2 + x; 


= v:\ 


'[(*„ + *!,)* +Xl] - ^í[.{2)(/íg’F Rl)' ^ 
~ [(R 0 + Rl) 2 + X 2 g \* 


~ 0 


Rl + 2 R u R l + Rl + - 2 R l R, - 2 Rl 


0 


Rl + X 


2 

0 


y 


Rl 
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De donde 


Rl = + x > = I 2 »! 


En el caso de una resistencia pura variable se transmite la potencia máxima entre los terminales 
de un circuito activo cuando la resistencia de carga es igual al valor absoluto de la impedancia del circuito. 

Si la componente reactiva de la impedancia en serie con la fuente es cero, o sea, X t = 0, se trans¬ 
fiere la potencia máxima cuando la resistencia de carga es igual a la resistencia de la fuente, esto es, 

R l = R,. 


Caso 2. Carga: Impedancia Z L con resistencia y reactancia variables (Figura 12-9). 
La corriente en el circuito es 


I = 


/ = 


+ ÍSl) 4- j{Xg + JCl..) 

v 0 


V(R<I + Ríf + (X Q + X L ) 


La potencia suministrada por la fuente es 

P = PRl = 


* = », + **, A 



{R^TRiyTXxT+Xtf 


z t = 

a L + jx L 


(«) 


Si J? L en {11 ) se mantiene constante, el valor de Pe s máximo cuando X t = -X L , con lo que la Ecuación {11 ) 
se convierte en 


{R 0 +RlY 

Consideremos ahora que R t es variable. Como se vio en el Caso 1, se suministra la potencia máxima 
a la carga cuando R L = R f . Si R L = R t y X L = —X r Z L = Z*. 

Cuando la impedancia de carga está formada por una resistencia y una reactancia variables, la 
potencia transferida en los terminales del circuito activo es máxima si la impedancia de carga Z L es igual 
al complejo conjugado de la impedancia del circuito Z r 


Caso 3. Carga: Impedancia Z L con resistencia variable y reactancia fija (Figura 12-10). 


Con la condición X L constante se obtienen las mismas 
ecuaciones para la corriente 1 y para la potencia P que en 
el Caso 2. 

Igualando a cero la primera derivada de P respecto de 
R Lj se deduce 


Rl - Rl + (X„ + Xl)* 


y 





* 


B 


ÍXi 


Rl 


Fig. 12-14 


Rl = jZ 0 + jX L \ 


Como Z y X L son magnitudes fijas se pueden combiner en una única impedancia. Entonces, con 
R L variable, el Caso 3 se reduce al Caso 1 y la potencia máxima se obtiene cuando R L es igual al valor 
absoluto de la impedancia del circuito. 
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Problemas resueltos 


12-1 Determinar e) circuito equivalente en triángulo para las impedancias conectadas en estrella de 
la Figura 12-1L 


_VWM- 

6 


z \ 
10 


k 

Ua [ 

[Zc 

j >10 L 

J L 

1 


Fig. 12-11 


Fig. 12-12 


El circuito A equivalente contendrá las impedancias Z 4 , Z¿ y Z^-en la forma representada en la Fig. 12-12, 
En estas condiciones, 


Z Á - 


ZjZü + Zi2 3 + ZjZ 3 _ BÍjlO) ■+■ 5(10) + 10{jl0) _ 50 + ¿150 _ K + 

-Kl- “ 10 10 


Zn — 


ZjZ¡; "i - -f ZjZ 3 _ 50 4- jl50 

Z¡ " JlO 


= 15 - ¿5 


Z r — 


_ ZjZ 2 + Z¡Z 3 + Z 2 Z 3 _ 50 + ¿150 _ lo-)- j‘3Q 


Zi 


Como comprobación se puede hacer la transformación inversa. 


Z, - 


z, = 


Z, - 


z a z 




(5 + ¿15X16 - ¿5) 


z A + z B + z c 

Z A Zc 

z 4 + Z B + z c 

%a + 2r H- Z c 


6 + ¿15 + 16 - ¿5 + 10 + ¿30 

(5 + ¿15)(10 + ¿30) _ - 10 

30 + ¿40 

(15 - ¿5)(10 + .¿30) = 10 

30 + ¿40 


150 + ¿200 _ g 

30 + ¿40 


12-2 Una conexión A contiene tres impedancias iguales Z¿ = 15/30°. Hallar las impedancias de la 
conexión Y equivalente, 

, = _?* Z * , siendo Z Á = Z„ = Z c = Z 4 . Por tanto. Z, = Z 4 /3 = (lB¿30f )/8 = 5¿30f . 

1 z A + Z B + z c 

De igual forma, Z 2 = Z 3 = 2J1 = 5/30°. Por consiguiente, cualquier circuito A con tres impedancias igua¬ 
les tiPUP enmo muivillent? nn eírpqito en que ias impedancias son la tercera parte de las del circuito Y. 

Recíprocamente, cuando todas tas impedancias de un circuito en Y son iguales, las del circuito equiva¬ 
lente en A son el triple de las del circuito Y. 


12-3 Demostrar que un circuito pasivo de varias mallas 
con tres terminales puede sustituirse por una co¬ 
nexión en A de tres impedancias. 

Se aplica una tensión V! a los terminales de la izquier¬ 
da, como en la Fig. 12-13, y se designa por l t a la corrien¬ 
te que entra en el circuito y de igual forma en los termi¬ 
nales de la derecha V 2 e I 2 . Como el circuito es pasivo, 
todas las demás tensiones de excitación san nulas. 


Vi 





II 

Circuito 

pasivo 

i 

h 


Fig. 12-13 
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El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla en forma matricial es 


de donde 


I. 


Z u Z l2 ... Zj„ 




"vr 

Zgi Z 2 2 


h 


V 2 

. 


* 

— 

. 0 



F 


0 

. ^TITI 


_ J "J 


0 



y 


h 


¿7 


V 2 


¿ 22 

¿2 


Expresando ahora estas dos ecuaciones simultáneas en forma matricial. 


1 

1 “■* 

^2i 


V! 


II 






^22 


v 2 




_ 





Esta ecuación es análoga a la que resulta de un circuito 
de tres m¡dos en el que se ha tomado uno de ellos como 
referencia. Un circuito de tal tipo es el de la Fig. 12-14, 
con Z Á , Z¡¡ y Z c en conexión A. Se insertan V¡, I x , V 2 e 
Ij con las mismas direcciones que en la Fig. 12-13, y es¬ 
cribiendo las correspondientes ecuaciones matricíales del 
método de las tensiones en los nudos se tiene 






li 


h 


Fig.12-14 


Igualando los elementos correspondientes de las dos matrices de coeficientes, 


U) 




(í> 


1 _ ^21 


Sustituyendo (3) en (/) y (2) se obtiene 


Z A = 


Alt ^21 



z c - 


A 22 


A, 


21 


Se ha visto, pues, cómo siempre es posible matemáticamente la transformación de un circuito de tres ter¬ 
minales en el circuito equivalente Y o A. Sin embargo, los elementos del circuito equivalente pueden no ser 
físicamente realizables. (Véase Problema 12-4.) 


12-4 Aplicar los resultados del Problema 12-3 al circuito 
representado en la Fig. 12-15 para obtener el cir¬ 
cuito equivalente conectado en triángulo. 

Eligiendo las corrientes en las mallas como se ve en el 
esquema, 


Az 


5 — j2 0 -5 

0 -;2 — j’4 

-6 —j'4 5 - ;2 



- 40 - ?24 - 46,6 /—31° 


Fig. 12-15 
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y 

Alt 


-j‘2 —¿4 

-j'4 5-¿2 


12 - j 10, A n 


5 - ¿2 -5 

-5 5 - ¿2 


A 31 


0 —5 

-j'4 5 - ¿2 


¿20 


-4 - ¿20, 


Utilizando las expresiones det Problema 12-3, 


2a 

2^ 

Zc 


Az „ 46,6 /—31° 

Ají + Ajj 12 — ¿10 + ¿20 


2 . 98 /— 70 , 8 ° 


Az 

Asi 


46.6 /—31° 

¿20 


2 . 33 / 69 ° 


Az 

A 22 + A 2 i 


46,6 /—31° 

-4 - ¿20 + ¿20 


11 . 65 / 149 ° 


Obsérvese que la impedancia Z A puede realizarse con una resistencia y una reactancia capacitiva en serie, 
y Z* con una resistencia y una reactancia inductiva en serie. Sin embargo, Z c exigiría una resistencia negativa. 
Por tanto, no podría construirse el circuito calculado matemáticamente. 

12-5 Dado el circuito de la Fig. 12-16, determinar la corriente en la resistencia de 2 ohmios empleando 
el principio de superposición. 

Sea /' la corriente en la resistencia de 2 Í1 debida a V x cuando se hace V 2 — 0, e /" la corriente en la 
misma rama debida a V 2 cuando se hace V t = 0, Eligiendo tas corrientes en las mallas como en la Fig. 12-16 
y hallando /' e /", 


V = 




Vi 5 

Vi 12 

0 -4 


0 

-4 

6 


7 6 

5 12 
0 -4 

0 5 

-V a 12 
0 -4 


0 

-4 

6 


0 

-4 

6 


10 


12 -4 
-4 6 


10 


5 

—4 


0 

6 


242 


-- 1,075 A 


—(—20) 


5 

-4 


0 

6 


= 2,48 A 


242 242 

Aplicando el principio de superposición, la corriente i v debida a la acción simultánea de las dos fuentes es 

I t = F + F = 1,075 + 2,48 = 3,555 A 



Fig. U-16 
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12^6 Aplicar el teorema de superposición al circuito de la Fig. 12-17 y obtener la intensidad por la 
impedancia de 3 + JA ohmios. 



|Q V * = «Z51 


Fig. 12-17 


Sea V 2 = 0 y V, la única fuente que hay en el circuito. Entonces, 

Z T = 6 + í 3 ± >^ 5 - 5,83 + ?2,5 = 6,35/23,2° 

1 3 + ;9 “ 


l T, 


Vi _ &D/90° 


= 7.87 /66,8° 


- , Tj 6,35 /23,2° 

La corriente en la rama de 3 + jA Q debida a V x solamente es 

1. = = 7.87¿6M! (j-fls) = 4 ’ 16 ^ 

Haciendo ahora V, = 0 y dejando como única fuente a V 2 , 

Z T = j6 + 5 < 3 + j4 > = 2,5 + j’6,25 = 6.74 /68.2° 

2 8 4-/4 


1 


T 2 “ % 


50/ú° 


6.74 /68,2< 


- 7,42 /—68,2‘ 


La corriente en la rama de 3 + jA £1 debida solamente a V 2 es 

5 


I 2 = —(7.42 /—68,2° )f j-y-fr) = 4,15/85^ 


en la que el signo menos da a I 2 el mismo sentido que la corriente I del diagrama, 
La corriente total en la rama de 3 + jA £1 es 

I = i, + i 2 = 4,15 /85,3° + 4,15 /85,3° - 8,30 /85,3° 


12-7 Aplicar el teorema de superposición al circuito de 
la Fig. 12-18 para hallar la tensión V AB . 

Si se supone que la fuente I x = 2 A actúa en el circui¬ 
to y que I 2 = 0, V' ÁB = ^ 2 = 7,06 V. 

Si se hace ahora /, = 0 y actúa / 2 = 4 A en el circuito, 
la corriente en la resistencia de 5 £1 es / 5 = 4(2/17) = 8/17 A, 
La tensión será V'j B - 5(8/17) = 2,35 V, 

La tensión Vam aplicadas las dos fuentes es 



V ÁB = V' ÁB + V; B = 7,06 + 2,35 - 9,41 V 


Fig. 12-18 
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12-8 En el circuito de una sola fuente representado en la Fig. 12-19 {íi), la fuente de tensión 100/45° voltios 
origina una corriente I* en la rama de 5 ohmios. Hallar l x y comprobar, para este circuito, el teore¬ 
ma de reciprocidad. 


10 10 io io 




(a) 


Fig. 12-19 


(t) 


Las corrientes de malla Ij, I 2 e I 3 se han señalado en la Fig. 12-19(a). La intensidad pedida I, es la 
corriente I 3 . 


h 


h 


10 + j‘5 -;5 100/45° 

—j’5 10 0 

0 jü 0 

10 + j‘5 -;5 0 

—j'5 10 ¿6 

0 j'5 5 - j'5 


:00 ^ (- 1Ú5/-UJ. ) = W 


Aplicando ahora el teorema de reciprocidad por intercambio de las posiciones de excitación y respuesta, 
Fig. 12-19(0), y empleando los sentidos a derechas, teniendo en cuenta que I x = I x . 


I, = 


1 1 = 


0 -j5 0 

0 10 jS 

100/45° j'6 5 -,;5 




- 100/45° 


25 


1155 7-12.5° / 


) = 


2.16 /57,5 ; 


(3) 


Comparando los resultados (/) y (2) se deduce que I, es igual en ambas ecuaciones, quedando compro¬ 
bado el teorema de reciprocidad. 


12-9 El circuito de la Fig. 12-20(a) contiene una sola fuente de intensidad 1 - 12/90° amperios. Deter¬ 
minar Ja tensión V 2 en el nudo 2. Aplicar el teorema de reciprocidad y comparar los resultados. 




Fig. 12-20 
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El sistema de ecuaciones nodales del circuito de la JFig, 12-20(o), escrito en forma maíricial, es 


de donde 


V 2 


[7 1— + JL) 

\3 -r >4 >10 / 

1 

>10 

Va 


12/90° 

1 

“ >io' 

\ jlO ^ 5 + 2 + Í2J 

v 2 


0 


0,12 - y 0,26 12 / 90 ° 

Al & 

0.12-70,26 /0J 

Al 0.45 - A35 



-Al 

.161 /200.35 



7.45 /99.65? 


Utilizando el teorema de reciprocidad se aplica la corriente 1 entre el nudo 2 y el nudo de referencia en 
el circuito de la Fig. 12-20(6). Se calcula la tensión en los terminales por los que la fuente de intensidad ali¬ 
mentaba. Como solo hay dos nudos en este circuito, solo hace falta una ecuación nodal. 


(nhü + hiT7¡) v * = 1 

Por tanto, la tensión V, es 


de donde 


v - l 2 / & 0 ° 

2 0,563 /—34,4° 


21,3 /124,4° 


V, 


V 2 


/ 3 "I - *4 ^ 

i . . 

\3 + >4 + > 10 / 


21,3 /124,4° 


3 + >4 
3 + >14 


7,45 /99,6° 


Comparando los valores calculados de V 2 en el circuito de la Fig. I2-20(a) y V* en el circuito de la Fi¬ 
gura 12-20(6) vemos que son iguales, probándose así el teorema de reciprocidad. Obsérvese también que V 3 
no es la misma después del intercambio de las posiciones de excitación y respuesta. 


12-10 Determinar, en el circuito de una sola fuente de intensidad de la Fig. 12-21 (a), la tensión V*. 
Intercambiar la fuente de intensidad y la tensión resultante V*. ¿Se verifica el teorema de reci¬ 
procidad? 




Fig. 12-21 

En la Fig. 12-21 (a) I 2 - = 5 /90° ^ “ 4,6 4/111,8° . La tensión será, por tanto, 

v * = (~J 2 )h = 4,64 /111,8° (2 /-90 ° ) = 9,28 /21,8° V. 

La fuente de intensidad 1 y Jos terminales eti los que la tensión V x se mide, se han intercambiado en la 

Fig. 12-21(6). Con esto. Ja corriente valel t = I = 5/90°= 1.31 /-23,2° .Puesto que 

V* = 1,31 /-23,2 C (5 >5) = 9,27 /21,8° V, como antes, ha quedado comprobado el teorema de recipro¬ 

cidad. 
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12-11 En el circuito de la Fig. 12-22(u) sustituir la reactancia j4 por una f.e.m. de compensación. 



<*) 


(b) 


Fig. 12*22 


Elegir las corrientes de malla I x e I 2 como en la figura y despejar I 2 , intensidad de corriente en la reac¬ 
tancia jf4- 


5 + j'10 20 

6 20 

5 + jlO 5 

5 8 + í'4 


20 (¿ 10 ) 

103 /104,05° 


1 . 94 /— 14 , 05 ° 


La fuente de compensación V c = f/4)l 2 = (/4) 1,9 4/-14,05° = 7,76 /75,95* . El circuito es el de la Figu¬ 
ra 12-22(6) con la fuente de compensación en lugar de la reactancia ;4. Para demostrar que son equivalen¬ 
tes ambos circuitos, puede hallarse una corriente en las ramas de cada circuito y comparar los resultados, 


12-12 Sustituir, en el circuito de la Fig. 12-23(0), la asociación en paralelo de las impedancias y‘10 y 
3 + j4 por una fuente de compensación. 


-WW- 


20 / 0 ° 


©t 


JlO 



-WWA- 


20 / 0 °' 


Ot 


I© 


V c 

9.77 /39,1 e 


(«•) 


Fig, 12-23 


(6) 


La impedimcia equivalente de las impedancias en paralelo es Z eq = " l - 46 + 2 3 » 17 - 


3.50/65.3 r . En consecuencia, 


Z T = 5 + 1,46 + y 3,17 = 7,18 /26,2* 


Ii 


20 / 0 * 


= 2,79 /-26,2° 


T Z T 7,18 /26.2 C 

La fuente de compensación será 

V f = Z, q I T - 2.79 /—26.2* (3,50/65,3* ) = 9,77/39,T 
El circuito, con la fuente de compensación correctamente polarizada, se ha representado en la Figu¬ 


ra 12-23(6). 
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12-13 Se cambia, en el circuito de la Fíg. 12-24(0), ja impedancia de 3 + /4 ohmios por otra de 4 + JA 
ohmios, Fig. 12-24(6). Hallar la corriente por la resistencia de 10 ohmios antes y después de la 
sustitución. Aplicar, por último, el teorema de compensación para hallar la diferencia de las 
dos corrientes por dicha resistencia. 



(6) (c) 


Fig. 12-24 


Ames dei cambio de la impedancia 3 + J4 [Fig. 12-24(a)], 


Zr 


10 + 


75(3 + J4) 
3 + J9 


11,1/13° e 



Jo$t_ 

11,1/13° 


4,5 0/— 13 a 


Después de) cambio [Fig. 12-24(6)], 


Z T = 10 + 






4 + J9 


= 11,03 + y'2,68 = 11.35 /13,65< 



4,41 /-13,65° 


La fuente de tensión de compensación es V, = (¿Z)I, en la que I es la intensidad de corriente inicial en 
la rama 3 + y'4 

1 “ ÍT (r+ >9) = (3 + ]§) = 2 < 37 Z*LL° 


y áZ(4 + j4) - (3 + >4) = 1. Entonces, V f = (1)2,37/5,5° « 2,37/5,5° con sentido opuesto al de la corriente I. 


La variación de corriente AI r se halla igualando a cero la fuente inicial de tensión y dejando actuar como 
única fuente del circuito a V í( Fig. 12-24(c). Con ello, y para este circuito, se tiene Z'¿ = 4 + ¡4 + 

10 + J5 

- 10 /53,1° y 


¿ I f 




0.1055/195,8 


Comparando áI T con la diferencia entre l' T e I T 


l r — »r = (4,41 /— 13.65° ) - (4,50 /-13° ) 


-0,10 - ;0,03 = 0,1045 /196,7° 


Obsérvese que los dos valores de AI T no son exactamente iguales. El valor de AI r calculado utilizando la 
tensión de compensación V c es más exacto que el calculado restando la corriente inicial I r de 1^. Esto es cierto 
cuando la impedancia de carga es pequeña. Como se ha visto antes, ello da lugar a una variación pequeña 
de la corriente, introduciendo, por tanto, un error al calcular la diferencia de las dos magnitudes que son casi 
iguales. 


12-14 Calcular la variación de la intensidad de corriente er el circuito serie de ia Fig. 12 -25(a) al re¬ 
ducir el valor de la reactancia a y35. 

Sean leí' las corrientes respectivas en el circuito antes ydespués del cambio de reactancia, Figs. 12-2 5(o) 
y (6). Entonces, 
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10 


lú 


10 




20 


;40 


\sz - 

-j5 



T v 100/45° 

1 = z = SÓMÜ = 2 ' 0¿=M! - r 


V _ 100/45° 
Z -r SZ 30 + j’35 


2,17 /—4 ( 4 t 


y AI = I ~ I = 2,1 7/ —4,4~ - 2, 0/ —8,1° - 0,223 /31,6° 

Si se calcula AI medíame el teorema de compensación, se tiene V í = (áZ)I — (—/5)2,0/—8,1° — 10/ — 98 , 1 ° 
con ei sentido de la Fig. 12-25(c). La variación de corriente es 


AI 


- V/fZ + SZ) = -(10 ,— 98,l c )/(30 +735) 


(10 /81,9" 1/(46,1 /49,4° ) = 0,217/32,5 


o 


12-15 En el circuito de Ea Fig, 12-26 la carga Z está for¬ 
mada por una resistencia pura R L . Hallar el valor 
de R l para el cual la fuente suministra la poten¬ 
cia máxima a la carga. Calcular la potencia má¬ 
xima P 

La transferencia máxima de potencia tiene lugar cuando 

R l = \Z t \ = [10 + y20| = 22,4 Q 

Ahora bien, I = V/(Z fl + R) = (50/0/ )/(10 + J2Q + 22,4) 
— 1,31 / — 31,7° y la potencia máxima suministrada a la 
carga es P = R L P = (1,31)^22,4 = 38,5 W, 



12-16 Si la carga en el circuito de la Fig. 12-26 es una impedancia compleja Z L , que es variable en R t 
y X L , determinar el valor de Z L que da lugar a la máxima transferencia de potencia. Calcular el 
valor de la potencia máxima. 

La máxima transferencia tiene lugar cuando Z L — Z*. Como Z # = 10 + /20, resulta Z L = 10 —/20, 

La impedancia total del circuito es Z T - (10 + /20) 4- {10 - /20) = 20. Por tamo, l - V/Z r = 
(50/tF )/20 = 2,5/01' y P = RJ 2 = 10<2,5) J = 62,5 W. 


12-17 


En el circuito de la Fig. 12-27 la carga conectada 
entre los terminales AB está formada por una re¬ 
sistencia variable R L y una reactancia capacitiva X c 
que varia entre 2 y 8 ohmios. Determinar los valores 
de R l y X c que dan lugar a la transferencia de la 
potencia máxima. Calcular la potencia máxima su¬ 
ministrada a la carga. 


3 



Fig. 12-27 
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La tensión equivalente de Thevenin, en los terminales AB , es V' — --—; — (2 -t-,/10) — 45,6 /60,3° ■ 

La impedancia del circuito active- conectado a los terminales ABe$Z' = 3(2 +y‘l0)/(5 +>10) = 2,64 + j'0,72, 
En el circuito dado, la transferencia de potencia máxima se produce con una impedancia Z L = Z* - 
2,64 -yü,72. En las condiciones del problema, X c es ajustable entre 2 y 8 £L En consecuencia, el valor más 
próximo de X c es 2 Q y 

R l - |Z, - JX¿ = [2,64 + ;0,72 - ;2| = |2,Ó4 - >t,28j = 2,93 fi 
Ahora bien, Zy — ZJ ■+- = (2,64 + 2,93) + y( 0,72 — 2) = 5,57 — yi,28 = 5,70 /—13_ , con lo cual 

V- = = p = R Ji = 2 93(8 o) 2 = 187,5 W 

Z T 5.70 /-13 : 


12-18 En el circuito de la Fig. 12-28, R g es variable entre 
2 y 55 ohmios. ¿Con qué valor de R g se obtiene la 
máxima transferencia de potencia a los termina¬ 
les AB ? 

En el circuito dado, la resistencia de carga R L es fija. 
Por tanto, no son aplicables los teoremas de transferencia 
de la potencia máxima. Es obvio que la corriente será máxi¬ 
ma cuando R g sea mínima. 

Poniendo, pues, /?„ = 2 fi, 

Z T = (2 +J5 + 10) = 13 /22.6 a 



Rl 

10 


I = V/Z T - 100/0VU 3 /22,6* ) = 7,7 / —22,6° 
La potencia máx : ma es P = 10(7,7) 2 = 593 W. 


Problemas propuestos 

12-19 Obtener el equivalente en Y del circuito conectado en A de la Figura 12-29. 
Sol. (0,5 - yo,5), (3 -yi), (i -ry3). 


2 +j3 



Fig.12-29 


10 10 



12-20 


El circuito de la Fig. 12-30 está formado por dos circuitos en estrella asociados en paralelo. Obtener el circuito 
simple, con conexión en triángulo, equivalente. Sol. (5 + y5), co, (5 j-;5). 
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12-21 En la Fig. 12-31 un circuito equilibrado con conexión en A y Z = 10/30° está en paralelo con otro circuito en 
Y, equilibrado, coa Z = 4 / —45° . Obtener el equivalente en Y. Sol, Z = 2,2 9/—3,5 . 


10/30® 




Fig.12-32 


12-22 Demostrar que el circuito pasivo general de tres terminales de la Fig. 12-32(n) puede sustituirse por un circui¬ 
to conectado en Y, como el de la Fig, 12-32(ó), en el que Z x = (Au — A 12 )/A r , Z 2 = A 12 /A y y Z 3 = (A 2I — 
A 12 )/A r . (A r y los adjuntos se refieren a las ecuaciones de las tensiones en los nudos én forma matricial.) 

12-23 Sustituir el circuito representado en la Fig. 12-33 por su conexión Y equivalente utilizando los métodos des¬ 
arrollados en el Problema 12-22. Sol, (12 -f-/l), ( — í + J2), (4 +/'li¬ 


to 



5 

wyv 


*a\w— 


j5 


-WW- 


z 

■AWr 


10 

-WW- 



Fig, 12*53 


Fig.12-34 


12-24 Obtener la conexión en Y de tres impedancias equivalentes al circuito de Ja Figura 12-34. 

Soi . 6,25; 2,5; 10,5. 

12-25 Hallar el circuito equivalente en triángulo dd circuito de la Figura 12-34. Sol . 10,25; 43; 17,2. 

12-26 Hallar el circuito equivalente, conexión en A, dd circuito de la Figura 12-35. 

5o/. (3 -/2), (2 +/3), (2 +/16). 




É7 


Fig. 12-35 


Fig. 12-36 


12-27 Determinar ta corriente por la resistencia de 2 ohmios del circuito de la Fig. 12-36 utilizando el teoiema de su¬ 
perposición. Sol I = 4,27 A, 
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12-28 En el circuito de la Fig. 12-36 se cambia la tensión de la fuente V 2 al valor 8,93 voltios, positivo en el ter¬ 
minal superior. Obtener la corriente por la resistencia de 2 ohmios aplicando el teorema de superposición. 

Sol. / - 1,43 A. 

12-29 Obtener, en el circuito de la Fig. 12-37, la intensidad de corriente por Ea resistencia de 5 ohmios debida a cada 
una de las fuentes de tensión. Sol. 2,27 y 3,41 A. 




Fig. 12-37 


Fig. 12-38 


12-30 En el circuito de la Fig. 12-38 determinar las componentes de la tensión del nudo V 2 debidas a cada una de 
las fuentes de intensidad. Sol. 8,48 /—2,8° ; 8,20 /12,2° . 

12-31 Hallar, ei¡ el circuito representado en la Fig. 12-39, la intensidad de corriente por la resistencia de 4 ohmios 
debida a cada una de las fuentes de tensión. Sol. 3,24 /60.95 c ; 6,16 /—142,2° . 



60/90° 



Fig. 12-39 Fig. 12-40 

12-32 Supóngase que en el circuito de la Fig. 12-40 las fuentes de tensión actúan por separado. Si las corrientes res¬ 
pectivas por la resistencia de 10 ohmios son iguales, ¿cuál es el valor de la relación V,/V 2 ? 

Sol. 0,707 / -45° . 

12-33 En el circuito de la Fig, 12-41 obtener las componentes de la tensión del nudo V 2 originadas por cada una de 
las fuentes de intensidad I t e I 2 . So!. 5,82 /— 5,5 , 9,2 2 '72,9~ , 

12-34 Con referencia al mismo circuito del problema anterior se ha cambiado la fuente de intensidad I 3 al valor 
3,16 /191,6° amperios. Determinar la tensión del nudo V 3 por medio del teorema de superposición. 



Fig. 12-41 


5 

MVvW 





3 





Fig. 12-42 


12-35 


Determinar, en el circuito de la Fig. 12-42, la intensidad de corriente I por la impedanria 3 - ;4 ohmios. Apb 
car el teorema de reciprocidad y comparar las dos corrientes. Sol. 2,27 /53,2 ■ 
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12-36 Hallar, en el circuito de la Fig. 12-43, la intensidad de corriente I por la impedancia 2 - ;2 ohmios. Aplicar 
el teorema de reciprocidad y comparar las dos corrientes. Sol. 10,1 /129,1° A. 


2 

i-VMW- 


S0/90«Q| 





-;2 



Fig. 12-43 


Fig. 12-44 


12-37 Hallar la intensidad de corriente por la resistencia de 4 ohmios del circuito de la Fig, 12-44. Aplicar el teore¬ 
ma de reciprocidad y comparar las dos corrientes, ¿ Qué cambio sufre la corriente en las ramas de 5 y 2 ohmios? 
Sol . 2,5 A. Después de aplicar el teorema de reciprocidad, las corrientes en las ramas de 2 y 5 íi son cero. 
Previamente las intensidades eran 5 y 2 A, respectivamente. 

12-38 Determinar la intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios del circuito de la Fig, 12-45. Aplicar el 
teorema de reciprocidad y comparar las dos corrientes. Sol. 0,27 0/53,75° A. 




Fig, 12 46 


12-39 Calcular, en el circuito de la Fig. 1246, la intensidad de corriente / por la resistencia de 50 ohmios. Comprobar 
el teorema de reciprocidad por intercambio de la fuente de tensión y de la corriente resultante /. 

Sol . 1,32 mA. 


12-40 


En el circuito de la Fig. 1247 hallar la tensión \ x . Aplicar después el teorema de reciprocidad y comparar las 
dos tensiones. Sol. 35 /—12,1° V. 


V, 



Fig. 12-47 Fig-12-48 

1241 Hallar el valor de V, en el circuito de la Fig. 1248. Comprobar después el teorema de reciprocidad. 
Sol. 50,8/21° V. 
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12-42 En ei circuito representado en la Fig. 12-49 determinar la tensión V,. Intercambiar la posición de la fuente de 
intensidad y Ja tensión V x y comprobar el teorema de reciprocidad, Sol, 2,53/—162,3° V. 



12-43 Sustituir, en d circuito de la Fíg. 12-50, las impedancias en paralelo 3 + ;4 y 3 - j4 ohmios por una fuente 
de tensión de compensación. Como comprobación, hallar la intensidad de comente por la resistencia de 5 oh¬ 

mios antes y después de la sustitución. Sol. V t = 11,35/0° V; I = 2,73/0° A. 

12-44 En el circuito de la Fig. 12*50 sustituir la resistencia de 5 ohmios por una fuente de tensión de compensación 
y hallar la corriente total desde la fuente de 25/0° antes y después de la sustitución. 

Sol. V f - 13,65/ÍT V; I = 2,73/ÍF A. 

12-45 Remplazar, en el circuito de la Fig, 12-51, cada una de tas asociaciones de resistencias en paralelo por una 

fuente de tensión de compensación y hallar la salida total de corriente de ta fuente de 50 voltios 

Sol. 11,35 V; 4,55 V; 3,41 A. 


10 




—WV-i|l|| 


y< 


b 

-WvV—I 


A I 


10 

-VAV- 


(«) 


Fig,12-52 


(b) 


12-46 En el circuito de la Fig. 12-52 (a) la fuente de 20 voltios entrega una corriente /, como puede verse. Si la resis¬ 
tencia de 10 ohmios se cambia por otra de 12 ohmios, la intensidad suministrada por la fuente pasa a ser 
Hallar la variación AI = (1 - /}. mediante la fuente de tensión de compensación en la forma mostrada en 
la Figura l2-52(¿). Sol. AI = -0,087 A. 

12-47 En el circuito de la Fig. 12-53(a) se cambia la resistencia de 5 ohmios por otra de 8 ohmios. Determinar el 
cambio AI que se origina en la corriente que pasa por la impedancia 3 + J4 ohmios. 

Sol. 0,271 /159.5° A. 




Fig, 11 53 























































176 


TEOREMAS GENERALES DE CIRCUITOS 


- [CAP. 12 


12-48 En el circuito de la Fig. 12-54(a) la fuente de 5 0/45° voltios entrega una corriente I. Se cambia la resistencia 
de 10 ohmios por otra de 5. Utilizar d teorema de compensación para determinar V f e AI, Fig. 12-54(6>. 

5o/. 21,45 /- 166° V; 2,7 4/-36° A.' 




(a) 


(b) 


Fig, 12-54 


12-49 Hallar el valor de R L (Fig. 12-55) que da lugar a la transferencia de potencia máxima. Calcular el valor de la 
potencia máxima. Sol. 11,17 Q; 309 W. 





-VVW—- —4 — 

IQO¿0^ 

í>t 4 

----* « 

Yr l 

L__J 


: -;i6 


R r 


Fig, 12-55 


Fig.12-56 


12-50 En el circuito de la Fig. 12-56 la carga está formada por una reactancia capacitiva fija de 15 ohmios y una 
resistencia variable R L . Determinar {a} el valor de R L para el cual la potencia transferida es máxima, (b) el va¬ 
lor de la potencia máxima. Sol. (a) R L = 11,17 Q; (6) 236 W. 

12-51 En el circuito de la Fig. 12-57 actúan dos fuentes de tensión en la impedancia de carga conectada a los termina¬ 
les AB. Si esta carga es variable, tanto en reactancia como en resistencia, ¿cuál será la carga Z £ que recibirá 
el máximo de potencia? ¿Cuál es el valor de esta potencia máxima? Sol. (4,23 + j 1,15) Í2; 5,68 W. 



Fig. 12-57 
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Vi 





Fig. 1S-2 


Puesto que cada circuito tiene una fuente de tensión, se eligen las corrientes de malla ^ e r 2 en la 
misma dirección que las fuentes, con lo que las dos ecuaciones de malla, deducidas de la segunda ley 

de KirchhofT, son 


= V, 

R*i, + U%±M^ = v. 


( 10 ) 


Las tensiones de inducción mutua pueden ser de una u otra polaridad, según el sentido del devanado. 
Para determinar ios signos correctos en (10) se aplica la regla de ía mano derecha a cada una de las bo¬ 
binase Si los dedos envuelven a la bobina en el sentido supuesto para la corriente, el dedo pulgar señala 
el sentido del flujo. Por consiguiente, los sentidos positivos de <f> t y <p 2 son los señalados en la figura. 
Si los flujos (f> l y(j >2 debidos a ¡as corrientes supuestas positivas tienen el mismo sentido, es decir, se ayudan, 
los signos de las tensiones de inducción mutua son iguales que los de las tensiones de autoinducciones. En 
la Fig. 13-2, <j>i y se oponen mutuamente. Por tanto, el sistema de ecuaciones (70), con los signos 


correctos, es 


r dii M 

Riii + ¿i M dt 

, di 2 * f d¡\ 

R&* + L* -¿i M dt 


Vi 


V2 


w 


Suponiendo que las fuentes son senoidales, el sistema (II) en régimen permanente es 

(Ri + jvLn)li — jviMh = Vi 

—juiMíi +■ (R2 F juLaJIí — V2 


Recordando el sistema general de ecuaciones en las corrientes de malla (Capítulo 9) se tiene 


ZnXi ± Z12X2 — Vi 

—Z21I1 F ZiJi — Va 


(13) 


Se vio que Z i2 - Z 21 era la copedancia o impedancia común a las dos mallas de corrientes I t e I 2 . El 
acoplo de mallas es de tipo conductivo, ya que las corrientes pasan por una rama común. Ahora, en 
el circuito de la Fig. 13-2, se tiene un sistema de ecuaciones análogo, correspondiendo jtaM a Z (í y 
en las Ecuaciones (13). Las mallas no están acopladas conductivamente, ya que las dos corneales no 
circulan por una impedancia común. Sin embargo, las ecuaciones indican que existe un acopl amiento. 
En tales casos, el acoplo se llama mutuo o magnético. 
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CORRIENTE NATURAL 

En la sección anterior se ha analizado un circuito de dos mallas con un acoplo mutuo y sendas fuen¬ 
tes de tensión, en donde se ha supuesto unos sentidos de circulación de corrientes. A veces, es necesario 
estudiar la corriente natural que circula por una malla que carezca de fuentes de tensión. El sentido 
de la corriente viene dado por la ley de Lenz, 



Consideremos el circuito de la Fig. 13-3 en que solo existe una fuente de tensión en la malta 1. Se 
elige la corriente I t de acuerdo con la fuente \\ y aplicando la regla de la mano derecha se determina 
el sentido deí flujo 0 l2 . Ahora bien, la ley de Lenz establece que la polaridad de la tensión inducida debe 
ser tal que si se cierra el circuito circula por la bobina una corriente de manera que el flujo que origina 
se opone al flujo principal creado por la corriente I 2 . Por tanto, al cerrar el interruptor en la Fig. 13-3 
el sentido del flujo <f> 21 será, de acuerdo con la ley de Lenz, el señalado en la misma. Si ahora se aplica 
la regla de la mano derecha con el dedo pulgar señalando en el sentido de ^ 2 i> los dedos envolverán 
la bobina 2 en el sentido de la corriente natural El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla es 


(f?i + — j*Mh 

—-I- (fía + joiLfijXt 


Como la malla 2 carece de fuente de tensión, se deduce 
que la corriente natural I 2 resulta de la tensión en la induc¬ 
ción mutua (R 2 + JcoL 2 )\ 2 = {joiMl i). En la Fig, 13-4 se 
representa esta tensión como si fuera una Fuente. El sentido 
de ésta debe ser el señalado por la flecha para el sentido 
positivo de I 2 . En consecuencia, la polaridad instantánea 
de la tensión en la inducción mutua en la bobina 2 es positiva 
en el terminal por el que la corriente natural sale de la bobina. 

Fí*.13-4 

REGLA DE LOS PUNTOS PARA BOBINAS CON ACOPLO MAGNETICO 

La polaridad relativa en el caso de tensiones de inducción mutua se puede determinar partiendo 
de esquemas del núcleo en que se vean los sentidos del devanado, pero éste no es un método práctico. 
Para simplificar la representación esquemática de circuitos con acoplo magnético se señalan los termi¬ 
nales con puntos, Fig. 13-5(c). En cada bobina se marca un punto en los terniinales que tienen la misma 
polaridad instantánea, considerando solamente la inducción mutua. Por tanto, para aplicar esta nota¬ 
ción hay que saber a qué terminal de las bobinas se asigna el punto. Hay que determinar, además, el 
signo asociado con la tensión en la inducción mutua cuando se escriben las ecuaciones en las corrientes 
de malla. 























Capítulo 13 


Autoinducción e inducción 


INTRODUCCION 

Los circuitos estudiados en los capítulos anteriores estaban formados por mallas y nudos. Como 
dos mallas tienen una rama común y dos nudos están unidos por elementos pasivos o activos, las mallas ‘ 
y los nudos están acoplados conductivamente. En dichos capítulos se han analizado diversos métodos 
para resolver estos circuitos. 

En el capítulo, presente se estudia otro tipo de acoplo, ei acoplamiento magnético. Cuando la in¬ 
teracción entre dos mallas tiene lugar a través de un campo magnético en vez de por elementos comunes, 
las mallas en cuestión están acopladas o unidas inductiva o magnéticamente. 


AUTOINDUCCION 


Si la comerte que circula por una bobina de un circuito varía, en el transcurso del tiempo también 
lo hace el flujo magnético que lo abraza, induciéndose en él una fuerza electromotriz (f.e.m.). Suponien¬ 
do que la permeabilidad magnética es constante, la f.e.m, inducida es proporcional a la variación de 
dicha corriente, esto es, 


v 


L 



(i) 


La constante de proporcionalidad L se llama coeficiente de autoinducción del elemento. En el sistema 
mksa la unidad de autoinducción se llama henrio (H) y corresponde al coeficiente de un elemento que 
al ser recorrido por una corriente variable a razón de 1 amperio por segundo (A,/s) se induce en sus bornes 
una f.e.m. de 1 voltio. Por tanto, 1 H = IV- s/A o, lo que es igual, como 1 V • s es la unidad de induc¬ 
ción del campo magnético, que se llama weber (Wb), 1 H = 1 Wb/A. La unidad de flujo magnético 
0 inducción magnética por unidad de superficie se llama tesla (T), de manera que 1 T = 1 Wb/m 2 . 

En una bobina de N espiras o vueltas la f.e.m. inducida viene dada por 


v 


L 



(2) 


en donde N d<¡> es el flujo que abraza al circuito o flujo 


de acoplamiento. Combinando las (/} y (2) se tiene 


de donde 



dt 


L 


N 


di 


INDUCCION MUTUA 

Si la corriente i, que circula por la bobina 1 varía con el tiem¬ 
po (Fig. 13-1), se establece un flujo magnético (fc Una parte de 
este flujo atraviesa o abraza solamente a la bobina 1 y esta parte se 
llama flujo de pérdida o de fuga 0 n . El flujo remanente <f> 12 es el 
que atraviesa también a la bobina 2, como se representa en Ja figura. 
La tensión inducida en la bobina 2 viene dada por la ley de Faraday. 

= N, ~w (í) 
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Como <f> 12 está relacionado con la corriente i lt v 2 es proporcional a ia variación de í x con el tiempo, o sea, 


V2 = 


M 


du 

dt 


<J) 


en donde la constante de proporcionalidad M se llama coeficiente de inducción mutua entre las dos 
bobinas. En el sistema rnksa la unidad de inducción mutua es la misma que la de autoinducción, el 
henrio (H). 

Combinando las (i) y {4) se obtiene 




N, 


^12 

dt 


M 


dii 

dt 


y 


M 


N 2 


dt. 


<*> 


Con un conjunto de bobinas devanadas sobre un mismo núcleo de hierro, la relación entre el flujo 
y la corriente no es lineal y la inducción mutua viene dada por (5). Si el medio de acoplo de las bobi¬ 
nas es el aire, la relación entre el flujo y la corriente es lineal y la inducción mutua es 


M 


^12 

Íl 


(«) 


El acoplamiento mutuo es bilateral y se obtienen análogos resultados si por la bobina 2 (Fig. 13-1) 
circula una corriente, variable con el tiempo, i 2 . Entonces, los flujos son <¿> 2 , 0 21 y 0 2 2 y tensión indu¬ 
cida en bornes de la bobina 1 es =* con lo que las Ecuaciones (5) y (ó) se transforman, 

respectivamente, en 


(7) M 


N l ^21 

di 2 


( 8 ) 


M = 




21 



COEFICIENTE DE ACOPLO k 

En la Fig. 13-1 el flujo de acoplamiento depende de ia separación y orientación de los ejes de las 
bobinas y de la permeabilidad magnética del medio. La fracción del flujo total que abraza o acopla a 
tas dos bobinas se llama coeficiente de acoplamiento k . 

, _ 012 _ 4*21 

*1 ¿2 

Por ser 2 ^ y ^ valor m *ximo de k es la anidad. 

El coeficiente M se puede expresar en función tic las autoinducciones L y y L 2 de la forma siguiente. 

Multiplicando (ó) por (5), 


y sustituyendo L x = Y L 2 -- en 

M* ::: WLiU y M = 





= k 2 




{9) 


ANALISIS DE CIRCUITOS CON ACOPLO MAGNETICO 

Para comprender mejor el sentido del devanado y sus efectos en las tensiones de inducción mutua 
las bobinas se han representado sobre un núcleo (Figura 13-2). 
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Para asignar tos puntos a un par de bobinas acopladas se elige un sentido para la corriente en una 
de ellas y se coloca un punto en el terminal por el que la corriente entra en el arrollamiento. Aplicando 
la regla de la mano derecha se determina el flujo correspondiente, Fig. 13-5(< 2 ). Ahora, en la segunda 
bobina, según la ley de Lenz, el flujo ha de oponerse al creado por la variación de corriente [véase Figu- 



( a ) 


W 

Fir.n-5 




ra 13-5(¿)]. Utilizando nuevamente la regla de la mano derecha, se determina el sentido de la corriente 
natural colocando el otro punto en el terminal por el que dicha corriente sale del arrollamiento, No es 
preciso, pues, dibujar los núcleos y el diagrama queda como indica la Figura !3-5(c). 

Para determinar el signo de la tensión de inducción mutua en las ecuaciones en las corrientes de 
malla se utiliza la regla de los puntos, que dice: (1) Si las dos corrientes supuestas entran o salen de las 
bobinas acopladas por los terminales con pumo, los signos de los términos en M son los mismos que los de 
los términos en L\ (2) Si una corriente entra por un terminal con punto y la otra sale por el otro terminal 
con punto, los signos de los términos en M son opuestos a los de los términos L. 



(a) 




Fig. 13-6 



La Fig. 13-6 muestra cuándo los signos de los términos en M y en L son opuestos. En la Fig. 13-7 
se representan dos casos en los cuales dichos signos son iguales. 


Veamos otro ejemplo de las polaridades re¬ 
lativas en relación con los circuitos con acoplo 
mutuo; consideremos el circuito de la Fig. 13-8 
en el que se han señalado los puntos y elegidas las 
corrientes en la forma representada. Puesto que 
una corriente entra por un terminal con punto y 
la otra sale por el punto, el signo de los términos 
en M son opuestos a los de L. Para este circuito, 
el sistema de ecuaciones en las corrientes de ma¬ 
lla, escrito en forma matricial, es 



Zn 

*3 

3 

1 


V 


Vi' 

-j»M 

N) 

L _ 


1 

h—1 

*4 


^ 1 

0 
_1 


( 15 ) 
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En la Fig. 13-9 aparece un circuito simple 
con acoplamiento conductivo de dos mallas, in¬ 
dicándose los terminales positivos. El sistema de 
ecuaciones en las corrientes de malla, escrito en 
forma matricial, es 


Zn 

-z 


II 

1 

>,■ 

-z 



.1*. 


.0 


La impedancia Z, común a ambas corrientes 
tiene signo negativo, ya que tas intensidades e I 2 
la recorren en sentidos contrarios. 


+ 


+ 

íu 

V,©| 

"pl 

*1 





Fig. 1S-9 


Prescindiendo del interior de los recuadros en la Fig. 13-8 y 13-9, ambos circuitos tienen el mismo 
aspecto, salvo los puntos en uno y tos signos en el otro. Comparando (15) y (7ó) se ve cómo el signo ne¬ 
gativo de JüjAI corresponde con el de Z. 


CIRCUITOS EQUIVALENTES CON ACOPLO CONDUCTIVO 

Analíticamente es posible sustituir un circuito con acoplo mutuo por un circuito equivalente con 
acoplo conductivo. Sea el circuito de la Fig. 13-lG(a) y tomemos los sentidos de las comentes l l e I 2 
como se indica. El sistema de ecuaciones en las corrientes de malta, escrito en forma matricial, es 


ií i + jwLi 

t - 

3 

t 


V 


Vi‘ 


fía + 3&L2 


t — 

i* 

t_ 


Vi. 


(17) 



Sean los sentidos de las corrientes en la Fig. 13-10(6) los mismos que en la Fig. 13-10(a), Las inten¬ 
sidades Leí, pasan por la rama común en sentidos opuestos; la impedancia entonces esyüíAf. En U ), 
Zn = r\ + jayL,. Como la corriente de malla i, pasa por la rama común con impedancia es 

preciso insertar en el lazo y escribir 


Z n = iíi + í'cdLi - j<*M + jmM = Ri + J«üLi 

De igual forma, en la malla 2 

Z 22 =■ Ri + joiLi - >AT + UM = Ri + ]wLz 


Si se escriben las ecuaciones para las corrientes del circuito de la Fig. 13-10(6) obtenemos el siste¬ 
ma ( 17 ). Por tanto, el circuito con acoplo conductivo de la Fig. 13-10(6) equivale al acoplado magnéti¬ 
camente de la Figura 13-10(a). 
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El método anterior de análisis no siempre conduce a un circuito equivalente físicamente realizable. 
Esto es cierto cuando M > L x o M > L 2 - 

Para sustituir la conexión en serie de las bobinas con acoplo mutuo de la Fig. 13-11 (a) se procede 
de la manera siguiente: Se aplican, en primer término, los métodos estudiados y se obtiene el equiva¬ 
lente con puntos de la Fig. 13-11(6). Después se sustituye este último por el equivalente conductivo de 
la Figura 13-1 l(c). 


P 


—vwv—' 

Jf. 




n 


(a) 


i 


M f 






(b) 




MLy + Lt-W 


<*) 


Fie. 13-11 


El análisis del circuito de la Fig. 13-1 l(a) exige considerar los flujos magnéticos para determinar los 
signos de las tensiones de inducción mutua. Con el circuito de la Fig. 13-11(6) no hace falta considerar 
los flujos, pero sí la regla de los puntos. Por último, con el circuito de la Fig. 13-1 l(c) se pueden escribir 
directamente las ecuaciones necesarias, sin prestar atención ni al flujo, ni a los puntos, ni a la inducción 
mutua. Los tres circuitos son equivalentes y tienen la misma impedancia compleja, X — -f jco(L l 
+ l 2 - 2 M). 


Problemas resueltos 


13-1 Por el arrollamiento 1 de un par de bobinas acopladas circula una corriente de 5 amperios y los 
flujos correspondientes <f> u y <p l2 son 20.000 y 40.000 maxwell, respectivamente. Si el número de 
espiras es = 500 y iV 2 = 1500, hallar L lt L 2t M y k . (1 weber =10® maxwell.) 

El flujo total es ^ = <¿ u + <p l2 = 60.000 Mx = 6 x 10"* Wb. La autoinducción de la bobina 1 es, 
por tanto, = NMI X = 500(6 x 10"*)/5 = 0.06 H. . 

El coeficiente de acoplo k = 0 12 ^i — 40.000/60.000 = 0,667. 

La inducción mutua M — N 2 <p l2 /Ii = 1500(4 x 10“*)/5 = 0,12 H. 

Ahora bien, como M = k^JL¡L 2l 0,12 = 0,667 V / , 0,06L 1 ) se deduce L 2 = 0,539 H, 

13-2 El coeficiente de acoplo de dos bobinas. = 0,8 henrios y L 2 = 0,2 henrios, es k — 0,9. Hallar 
la inducción mutua M y la relación del número de espiras NJN 2 . 

La inducción mutua es M -- k^fL^L 2 — 0,9^/0,810,2) = 0,36 H. 

Sustituyendo en M = N^ l2 }¡ x , k<i> x , en lugar de 4> 12 y multiplicando por NJN iy resulta 


M ~ 







de donde NJN 2 = kL^jM ~ 0,9(0,8)/0.36 = 2 
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13-3 Dos bobinas de autoinducciones = 0,05 henrios y L¡ = 0,20 henrios tienen un coeficiente de 
acoplo £ = 0,5. La bobina 2 posee 1000 espiras. Si la corriente en la bobina 1 es i t = 5 sen 400/ 
determinar la tensión en la bobina 2 y el flujo máximo de la bobina L 

La inducción mutua máxima es M = kjhj^ = 0,5^0,05^7 = 0,05 H. La tensión en la bobina 2 
viene dada por = M{dijdt) = 0,05 - {5 sen 400/) = 100 eos 400/. Como la tensión en la bobina 2 viene 
dada también por u 2 = N 2 \d(p^ 2 ‘di), se obtiene 


100 eos 400Í - 1000{d^ 12 /dt) 

y 0 12 — 10 100cos400tdí = 0,25 x 10~ 3 sen 400/ 

El flujo máximo de <f> l2 es 0,25 x 10“ 3 Wb. Por tanto, el máximo de <p l es 

_ 0i 2 ™i_O, 25 x 10-* 

9lntx 0,5 0,5 

13-4 Aplicar la segunda ley de KircbhoíT al circuito con aco¬ 
plo magnético de la Fíg. 13-12 escribiendo la ecuación 
en valores instantáneos. 


Examinando el sentido de arrollamiento en las bobinas se ve 
que los signos de los términos M son opuestos a los de los térmi¬ 
nos L. Nótese también que la tensión de la inducción mutua apa¬ 
rece en cada bobina a causa de la corriente i en la otra bobina 
del par, 

m + L '% - + 1 / iii + l 4 -"§=*’ 


o bien JK + (L 2 +L S - 2M) ^ ^ J idt - v 

13-5 Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de malla en valores instantáneos para el cir¬ 
cuito con acoplo magnético de la Figura 13-13. 

Se eligen las corrientes í : e í 2 como en el esquema, y se aplica la regla de la mano derecha a czda arrolla¬ 
miento. Como los flujos tienen el mismo sentido, el signo de los términos M es igual que ei de los L. Por Unto, 

du dú, 

Rih + ¿i + M-fr = o 

_ dü di i 

RA f L *dt + M dt = v 


= 0,5 x LO" 3 Wb 





Fíg, 13-13 


Fíg. 1S-14 
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13-6 Repetir el problema anterior con la corriente i 1 en la forma indicada en la Figura 13-14. 

Al aplicar ía segunda iey de Kúrchhoff a la malla de comente i 2 las tensiones de inducción mutua son ne¬ 
gativas. Por tanto, 


í¿ t (íi t 2 ) + Lj j. (¿j t'a) + M , — 


dn 


dt 

d 


dt 

d 


j -'Y‘2 ^ dt ^ dt T *t) ^ ~At ~~ 


¿T 


0 


13-7 Dos bobinas en serie tienen una autoinducción equivalente L A si ia conexión es a favor y L B si 
la conexión es en oposición. Determinar la inducción mutua M en función de L A y L B , 

Si la conexión es a favor, ía autoinducción equivalente viene dada por 


L Á — + Lt% -f- 2M 

y se montan en oposición 

Ijg — ¿j -I- Lj — 23f 


U) 

w 


Restando ambas expresiones 

L A - L b - 4Af de donde M — $<„£.* — L B ) 

La solución indica un método experimental para determinar M. Basta conectar las bobinas de las dos 
formas y obtener las autoinducciones equivalentes en un puente de comente alterna (c.a.). La inducción mutua 
resultante es un cuarto de la diferencia entre ias dos autoinducciones equivalentes. 


15-8 Obtener el circuito equivalente con puntos del circuito con acoplo magnético de la Fig. 13-15. 
Determinar la tensión en la reactancia —jlO empleando el circuito equivalente. 




no¿go* 


Para colocar los punios en e! circuito consideremos solamente las bobinas y sus sentidos de arrollamiento. 
Se alimenta con una corriente en la parte superior de la bobina de la izquierda y se coloca un punto en este 
terminal. El correspondiente sentido de! flujo es hacia arriba en la parte izquierda del núcleo. Según la iey de 
Lenz, el flujo en la bobina de la derech.' tiene que ir también hacia arriba. La regla de ia mano derecha 
proporciona la dirección de la corriente natural Esta corriente sale del devanado por el terminal superior, que 
se señala, por tanto, con un pumo, como se ve en la Figura 13-16. 

Con la elección de /, e i 7 elegidos como aparece en la figura, el sistema de ecuaciones de corriente, en for¬ 
ma matrícial, es 


*6 — ?5 fi-r-js" 

V 


■ 10 ' 

■5 +¿3 lO + j'6' 

V 

i 

10 - jio 
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de donde 


Ii 


10 5 + ¿3 

10 - ¿10 10 + ¿6 
- 


l.QlE /113,95 0 


Por tanto, la caída de tensión en la reactancia -;10 es 

y = Ii(-¿10) = 10,15 /23,95^ 


,3-9 Obtener el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopladas magnéticamente de la Fi- 
gura 13-17 y escribir la ecuación correspondiente. 





i»M Á '— 

— 1 |— 

juLi fi lfjvC Jt, ^ a 


©i 


Fig. 13-13 


Asignando los puntos por los métodos del Problema 13-8 se obtiene ei circuito ae i 
aplica la segunda ley de Kírchhoff a la malla simple, se tiene 

fjg + - r 3-h ¿«(¿i + L<i + l>3 + 2Aí a — 2Af fl - 2Af c )~| I — V 

I ju>C -J 


se 


13-10 En el circuito acoplado magnéticamente de la 
Fig 13-19 hallar la caída de tensión en la resis¬ 
tencia de 5 ohmios, con los puntos asignados 
como indica el esquema* Después, invertir la 
polaridad en una bobina y repetir el problema. 

La inducción mutua se calcula a partir de 

jX. = - jWMÑ) - Aóé 


^ k = 0 , 8 . 


v Jio . 

i 


A { 




Hallando la corriente I a , 
3 + ¿1 




u = 


-3 - ¿ 1,66 


50 

0 


Fig.13-19 


3 + ji -3 - ¿1,66 

-3 - ¿ 1,66 8 + ¿6 


_ 171 ¿2gf _ 8 i 6Q /—24 > 8 i: 

“ 19.9 /53,8° 


La calda de tensión en la resistencia de 5 O es V 5 (5)I 2 43/_JM i 8_V. 

Cambiando la polaridad en una de las bobinas varia la matriz de impedanrias, resultan o un nuevo va- 

lor de Ij. 
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h = 


3 + jl 
-3 + 79,66 


60 

0 


3 + jl -3 + 79,66 
-3 + j 9,66 3 + ;6 


505 7-72,7° 

~ 132/39,4° ~~ S W~ 112 iíf 


La caída de tensión en la resistencia de 5 O es, en este caso, V, - { 5 )I 3 = 19,15 /^112,1° V 

13-11 Hallar la autoinducción equivalente de la conexión en paralelo de L, y L 2 representada en la 
Figura 13-20(a). 


0,3 H 

— tj 75tT'—i 


k - 0.7 


í) ¿T ¿f 

Js y 0,3 H 0,a H 



M =* & H 34J H 


Fie,13-26 


(6) 


La inducción mutua M = k^L¿7 2 = 0,7 V '0,3(0,8) = 0,343 H. Se dispone el circuito en la forma de 
la Fig. 13*20(¿) y con las comentes en las mallas dibujadas, se tiene 


[Z\ = 


Mk3 >w0,043 
>0,043 >0,414 


J entndi 1 


- A _ >°i 3 OM14} - (/co0,043) 2 


. = >0,296 


A u >0,414 

Por consiguiente, la autoinducción equivalente de las bobinas acopladas es 0,296 H. 


13-12 Para medir el coeficiente de inducción mutua de 
un par de bobinas se utiliza el puente de Heaviside 
de la Fig, 13-21. Hallar M en función de las otras 
constantes del puente cuando la corriente 1 D en el 
detector es igual a cero. 

Se eligen las dos corrientes de malla I, e I 2 dibujadas 
en el esquema. Si Ij, = 0 , las caídas de tensión en y R 2 
han de ser iguales: 

Jfili = /Í2I2 (/) 

Análogamente, las caídas de tensión en (R 4 + ») y 
O -f->L 3 ) también tienen que ser iguales. Sin embargo, 
en La, aparece una tensión de inducción mutua y la corrien¬ 
te en la otra bobina del par, L 5 , es ¡a suma 4 - l 2 . 

+ jiaL 4 ) + + I¡¡) - 4- jwL s ) (2) 

Llevando I 2 = {RJR 2 )li & la ecuación (2), 



^ 4 jüilí) *1" (if|/J2j)Ij ijwM) — (Ü4 juLj) 

Igualando las partes real e imaginaria, 

Jf 4 ií 2 = R 4 R 3 y ;«f ¿4 + M + -^-Mj = de donde 


( 3 ) 


M = ~ 

Ri + 
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13-13 Sustituir el circuito con acoplo magnético de 
la Fig. 13-22 por el equivalente de Thevenin en 
los terminales AB. 

La tensión equivalente de Thevenin V' es la ten¬ 
sión a circuito abierto en ios terminales AB. Con las 
corrientes I : e I 2 elegidas como en la figura y hallando 
el valor de I 2 . 


I 2 


5 + ¿5 10 

-2 + ¿3 0 

6 + jñ -2 + ¿8 

-2 + ¿3 6 + ¿5 


20 - ¿30 
10 + ¿67 


= 0,533/-137,8° 


Ahora bien, V J - = I 2 {4) = 2,13/- 137,8° 


3 



Para determinar Z' en el equivalente de Thevenin 
se considera la tercera corriente de malla I 3 y se calcu¬ 
la Z entri<u 3 , que es la impedancia en los terminales de 
AB con todas las fuentes internas iguales a cero. 


5 + ¿5 -2 4- ¿3 
—2 + ¿3 6 + ¿5 

0 -4 


Z' = 


J tiUrldn 3 


>456 

10 + ¿67 


A* 

¿ 33 


= 6,74/8,5° 


0 

-4 

8 


5 + ¿5 -2 + ¿3 
-2 + ¿3 6 + ¿5 



El circuito equivalente de Thevenin se representa en la Figura 13-23. 


13-14 En el circuito acoplado de dos mallas de ía 
Fig. 13-24 demostrar que no son necesarios los 
puntos siempre que la segunda malla sea pasiva. 

Se eligen las corrientes de malla como en el esque¬ 
ma y se halla el valor de I 2 . 


h 


2 + ¿S 60 

±¿4 0 

2 + ¿6 ±¿4 

—¿4 6 + ¿10 

—50(—¿4) „ 3.92/61.9° ± 90° 

-24 + ¿46 



£1 valor de A. no está afectado por el signo de Af y la corriente I 2 tendrá un ángulo de fase de 151,9° 
o -28,1°. Como no hay fuentes de tensión en la malla no es necesario conocer la polaridad de la tensión de 
inducción mutua. Las caídas de tensión en las impedancias dejas mallas son iguales en valor absoluto y di¬ 
fieren 180° en Ja fase. La potencia en una impedancia no se ve afectada. También se verifica que l¡ es idén¬ 
tico para uno u otro signo en la inducción mutua. 
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13-15 Hallar, en el circuito de la Fig. 13-25, el valor de R L que da lugar a un máximo de potencia trans¬ 
ferida después de elegir la mejor conexión para las bobinas y determinar el valor del coeficiente 
de acoplo k. 



r“ 




Fig. 13-26 


La ímpedancia del circuito a La izquierda de AB ha de ser mínima. Expresando la impedancia de esta 
parte del circuito, 


Z - 6 - ¿5 + ¿12 + ¿12 ± j2X M = 5 + ¿19 ± ¿2fc/Í2Ü2) 

Para que la impedancia sea mínima, la reactancia debe ser nula; en consecuencia, el signo adecuado para la 
mutua es el negativo. 

19 - 2k x f\2(\2) = 0 de donde , k= 19/24 = 0,792 

La conexión representada en la Fig. 13-26 da lugar a que el signo de las tensiones de inducción mutua 
sea negativo como es preciso; entonces, la impedancia del circuito a la izquierda de AB es de 5 Í2, resistencia 
pura, y la potencia máxima se tiene cuando /? L = R t = 5 O, 


13-16 El circuito de la Fig. 13-25 tiene una resistencia de carga R L — 10 ohmios y una fuente V = 50/0° 
voltios. Con las dos conexiones posibles de las bobinas y k variable desde 0 a 1, hallar el margen 
de potencias que se puede suministrar a la resistencia. 


Con el acoplamiento representado en la Fig. 13-26 el signo de la inducción mutua es negativo y la impe¬ 
dancia total del circuito, incluyendo la carga, es Z r = 5 - ¿5 + ¿12 + j\ 2 -¿24Jt + 10, Sea k ~ I; en¬ 
tonces, 


Z T - 15 ~JS = 15,8 /— 18.45° . 



50/£ 

15, 8/-18,45° 


3,16 /18,45° 


La potencia en la resistencia de 10 íí es P ~ RI 2 = (10)(3,16} 2 = 100 W. 


Sea ahora k = 0; entonces, 


Z r = 15 + ¿19 = 24, 2/51,7° , I = 50/0° /(24, 2/51,7° ) = 2,06 /-51,7° 

La potencia en la resistencia de 10 Q. es (10}(2,0ó) 2 = 42,4 W, Con k = 0,792, P míl — 111 W. 

Cámbiese la conexión de las bobinas para obtener un signo positivo en la inducción mutua. La impe¬ 
dancia, en tal caso, es Z T = 15 -t- ¿19 + ¿4:24. 

Sea k = 1; entonces, 


Z T = 15 + ¿43 = 45.6 /70,8° , I = 50/0° (45,6 /70,8° ) = 1,095 /-70,8° 

I 

La potencia correspondiente P — RI 2 ~ (10)(l,095) 2 = 12 W. 

Por consiguiente, en la resistencia de 10 fl puede esperarse una potencia entre 12 y 100 W, 
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LM7 Obtener el circuito equivalente con acoplo conductivo del circuito con acoplo magnético de 
la Figura 13-27. 

Elegidas las comentes I t e I 3 como se indica, la ecuación matricial es 


3-Fjl -3 - ¿2 


V 


'eo/of 

-3 - ¿2 8 + ¿3 

i 



0 



Fig. 13-27 Fig, 13-28 

Se eligen las corrientes de malla en el circuito con acoplo conductivo con los mismos sentidos que en el 
circuito con acoplo magnético. De la matriz de impedancias, Z l2 — — 3 — j2. Como las corrientes pasan 
por la rama común en sentidos opuestos, la impedancia precisa en la rama es 3 + ;2, La impedancia propia 
de la Alalia 1 es Z lL = 3 + /l. Por tanto, hace falta en la malla una impedancia -jl. De igual forma, pues¬ 
to que Z 12 = 8 + j6, la malla necesita una impedancia de 5 + ¿4, además de los elementos de la rama co¬ 
mún, como se ve en la Figura 13-28, 

13-18 Obtener el circuito equivalente con acoplo conductivo del circuito con acoplo mutuo de la Fi¬ 
gura 13-29. 


v 


5 




Fig. 13-29 


Flg. 13-30 


Se eligen las corrientes I t e I 2 y se escribe la ecuación matricial en las corrientes de malla. 


7 + ¿8 

-2 - ¿12* 


i - -i 


V 

-2 - ¿12 

6 + ¿19 




0 


Las corrientes de malla en el circuito con acoplo conductivo pasan por la rama común en sentidos opues¬ 
tos, Puesto que Z 12 en la matriz de impedancias es —2 — jl2, la impedancia de esta rama ha de ser 2 + j 12, 
También, de la matriz de impedancias, Z lt =7 + J 8 y Z¡i = 6 + J19. Entonces, las impedancias que fal¬ 
tan en las mallas í y 2 del circuito equivalente son, respectivamente, 

Z, = (7 + ;8) - (2 + ¿12) = 5 - ¿4 y Z 2 = (6 + ¿19) - (2 + ¿12) = 4 + ¿7 

El circuito equivalente acoplado conductivamente es el de la Figura 13-30. 
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Problemas propuestos 

13-19 Dos bobinas tienen un coeficiente de acoplo k = 0,85 y la bobina 1 posee 250 espiras. Con una corriente 
f'i « 2 amperios en la bobina 1, el flujo total 4> í es 3,0 x 10"* weber. Si ¡\ se reduce linealmente a cero en 
dos milisegundos, la tensión inducida en la bobina 2 es de 63,75 voltios. Determinar los valores de L, L, M 
y* 2 . Sol. 37,5 mH; 150 mH; 63,8 mH; 500. '' ' ’ 

13-20 Dos bobinas acopiadas tienen N t = 100 y N 2 = 800 espiras, con un coeficiente de acoplo 0,85. Con la bobi¬ 
na 1 abierta y una corriente de 5 amperios en la 2, el flujo vale 3,5 x 10“* weber. Hallar L, L 2 y M 
Sol. 0,875; 56; 5,95 mH. 

13-21 Si dos bobinas idénticas tienen una autoinducción equivalente de 0,080 henrios asociadas en serie con el mis¬ 
mo sentido, y 0,035 henrios en serie, pero en oposición, ¿cuáles serán los valores de L lt L 3 , M y kl 
Sol. L, = 28,8 mH; ¿ 2 = 28,8 mH; M = 11,25 mH; 0,392. 

13-22 Dos bobinas acopladas con L l = 0,02 henrios, ¿ 2 = 0,01 henrios y k = 0,5 se conectan de cuatro formas 
diferentes: en serie, a favor; en serie, en oposición; en paralelo con las dos disposiciones del sentido de los arro¬ 
llamientos. ¿Cuáles son las cuatro autoinducciones equivalentes? Sol. 15,9; 44,1; 9,47; 3,39 mH . 

13-23 Dos bobinas idénticas con L = 0,02 henrios tienen un coeficiente de acoplo k = 0,8. Hallar M y las dos auto¬ 
inducciones equivalentes con las bobinas en serie, a favor y en oposición. Sol. 16; 72; 8 mH. 

13-24 Dos bobinas cuyas autoinducciones están en la relación cuatro a uno tienen un coeficiente de acoplo, fc » 0,6. 
Si están en serie con arrollamientos en el mismo sentido, la autoinducción equivalente es 44,4 mH, Hallar L lt 
L 2 y M. Sol. 6; 24; 7,2 mH. 


13-25 Dos bobinas de autoinducciones L í - 6,8 mH y 
L 2 = 4,5 mH se conectan en serie a favor y en opo¬ 
sición. Las autoinducciones equivalentes de estas dos 
conexiones son 19,6 y 3 mH, respectivamente. Hallar 
los valores de M y k. Sol. 4,15 mH; 0,75. 

13-26 Elegir las corrientes de malla para el circuito aco¬ 
piado de la Fig. 13-31 y escribir las ecuaciones en 
valores instantáneos. Obtener el circuito equivalente 
con puntos, escribir las ecuaciones y comparar los 
resultados. 



13-27 Dibujar el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopladas de la Fig. 13-32 y. hallar la reactancia in¬ 
ductiva equivalente. Sol. j 12. 



Fig.13-32 


Fig.13-33 


13-28 Obtener el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopladas de la Fig. 13-33 y escribir la ecuación en 
valores instantáneos. 
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13-29 Representar el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopladas de la Fig. 13-34 y hallar la corriente I. 
Sol. 4,47 /26,7° A. 



Fig.13-54 



13-30 Obtener el circuito equivalente con puntos para las tres bobinas acopladas de la Fig. 13-35 y hallar la auto¬ 
inducción equivalente en los terminales AB. Todos los coeficientes de acoplo son 0,5. Sol. 0,239 H. 

13-31 Obtener el circuito equivalente con puntos del circuito de la Fig. 13-36 y hallar la impedancia equivalente en 
los termínales AB. Sol . 2,54 + 72,26 Q. 

13-32 En el circuito de la Fig. 13-36 invertir el sentido de arrollamiento de una bobina y hallar la impedancia equi¬ 
valente. So!. 2,53 + yO,238 fl. 




Fig. 13-37 


13-33 Hallar, en el circuito serie de la Fig. 13-37, el valor del coeficiente de acoplo k y colocar los puntos en las bo¬ 
binas de forma que el circuito esté en resonancia serie, Sol. k = 0,177. 

13-34 Hallar el valor del coeficiente de inducción mutua k en el circuito de la Fig, 13-38 y colocar los puntos en 
las bobinas de manera que dicho circuito serie entre en resonancia. Sol. k — 0,112. 


-WvV- 

ib 


le 

Jí— 

-j20 í* Jl ° 



Fig. I3-S8 


Fig.13-39 


13-35 En el circuito representado en la Fig, 13-39 hallar el coeficiente de acoplo k y situar los puntos de forma que 
la potencia de salida de la fuente de 50/0° voltios sea 168 vatios. So!, k = 0,475. 
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IMÍ En relación con ^problema anterior bailar la potencia de la salida de la fuente cuando se invierten los puntos. 
Utilizar d valor de k hallado en el Problema 13-35. Sol. 54,2 W. 

13-37 Hallar, en el circuito acoplado de la Fig. 13-40, la 
relación de tensiones V 2 /V[ para que la corriente I, 
sea cero. Repetir el problema para l 2 cero. 

Sol. 1,414 /-45° : 0,212 /32° . 

13-38 En el problema anterior, ¿qué tensión aparece en la 
reactancia y'8 ohmios cuando Vi es 100/0° voltios e 
Ij = 0 amperios? 

Sol. 100/0° V (+ en el punto). 



13-39 En el circuito acoplado de la Fig. 13-41 hallar la reactancia de inducción mutua j<aM si la potencia disipada 
en la resistencia de 5 ohmios es 45,2 voltios. Sol. JA £1. 


60 / 0 ° 


©t 


I* 


Jl0 



Fig. 13-41 


Fig. 13-42 


13*40 Determinar, en el circuito acoplado de la Fig. 13-42, las componentes de la corriente I 2 originadas por cada 
una de las fuentes V x y V 2 . Sol. 0,77 /112.6° ; 1,72/86° . 

1^41 Determinar el valor del coeficiente de acoplo k en el circuito de la Fig. 13-43 si la potencia disipada en la 
resistencia de 10 ohmios es 32 vatios. Sol. 0,791. 

• iB 



— [ 

• íS 


: 10 



Fig, 13-43 

13-42 En el circuito de la Fig. 13-44 hallar la impedancia de carga Z¿ que da lugar a la transferencia de potencia 
máxima en los terminales AB. Sol. 1,4 -y’2,74 íl, 

13-43 En el circuito acoplado de la Fig, 13-45 hallar la impedancia de entrada en los terminales de la fuente 
Sol. 3 + /3ó,3 íl 

1344 En el circuito de la Fig. 13*45 hallar la tensión en la reactancia J5 ohmios si la fuente es V = 50/45° voltios 
Sol. 25,2 /49,74° V, 1 — 




1 


~)t 

3 í' 6 ^ 


:-j8 


íz 





Fig. 13-45 Fig. 13-46 

1345 Hallar la impedancia equivalente del circuito acoplado de la Figura 13-46. Sol. 1 -t-y‘1,5 íl 
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13-46 Obtener el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito acoplado dado en la Figura 13-47. 
So/. Z' = 2 + j6,5 Cl; V = 5 + JS V, 

13-47 En el circuito acoplado de la Fig. 13-47 obtener el circuito equivalente de Norton en los terminales AB, 

Sol. Z' = 2+ ;6,5 íl; T = 1,0 4/-27,9° A. 



Fig. 13-47 Fig. 13-48 

13-48 Obtener el equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito acoplado de la Figura 13-48. 
Sol. Z' = 8.63 /48,75* O; V' = 4,84 /-34,7* V, 


13-49 Hallar el equivalente de Norton del mismo circuito del problema anterior. 
Sol. Z‘ = 8,63 /48,75° Q; I' = 0,56 0/-83,4* A. 


13-50 En el circuito de la Fig. 1349 hallar la impedancia de entrada en los terminales de la fuente de tensión V. 
Sol. 7,06 + /3,22 ft. 


s 


G 


V 




Fig. 13-49 


Fig. 13-50 


13-51 Hallar la impedancia equivalente en los terminales AB del circuito acoplado de la Figura 13-50. 
Sol. 6,22 + j“4,65 íí. 
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Sistemas polifásicos 


INTRODUCCION 

Un sistema polifásico está formado por dos o más tensiones iguales con diferencias de fase cons¬ 
tantes que suministran energía a las cargas conectadas a las líneas. En un sistema de dos fases, o bifásico, 
la diferencia de fase entre las tensiones es de 90°, mientras que en los trifásicos dicha diferencia es de 120 o ! 
Los sistemas de seis o más fases se utilizan a veces en rectificadores polifásicos para obtener una tensión 
rectificada poco ondulada, pero los sistemas trifásicos son los comúnmente utilizados para la genera¬ 
ción y transmisión de la energía eléctrica. 


SISTEMAS BIFASICOS 

La rotación del par de bobinas perpendiculares de la Fig, 14-1 (a) en un campo magnético constante 
da lugar a tensiones inducidas con un defase constante de 90°. Si las bobinas tienen el mismo número 
de espiras, los fasores de tensión y las tensiones instantáneas tienen valores iguales, como se observa 
en sus diagramas respectivos en las Figuras 14-1 (A) y (c). 



Fig. 14-1. Sistema bifásico 


El diagrama fasorial de tensiones de la Fig. 14-1 (ó) tiene como referencia V 8N — F hah ,„./0° y la 
tensión = F tablni /90£. Si se unen los extremos A' y B' de las bobinas constituyendo la línea N, el 
sistema bifásico está formado por las tres líneas A, B y N. La tensión compuesta entre las líneas o fases 
A y B (tensión de linea) es superior a la tensión simple entre una línea y neutro (tensión de fase) en el 
factor yjl* que se obtiene de la suma v, fl = + w BN - F boblM /90^ + 


SISTEMAS TRIFASICOS 

Las tensiones inducidas en las tres bobinas igualmente espaciadas de la Fig. 14-2(a) presentan una 
diferencia de fase de 120°. La tensión en la bobina A alcanza el máximo en primer término, luego lo 
alcanza B y después C; la secuencia en ABC. Esta secuencia es evidente a partir del diagrama fasorial 
con su rotación positiva en sentido contrario al de las agujas del reloj, ya que los fasoFes pasarán por 
un punto fijo en el orden A-B-C-A-B-C ‘ , y también se ve ¿n el diagrama de tensiones instantánea» 
de la Fig. 14-2(cJ que los máximos se suceden en el mismo orden. 
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Fig. 14-2. Sistema trifásico 


La rotación de las bobinas en sentido opuesto daría lugar a la secuencia CBA representada en la 
Figura 14-3. 




Fig. 14-3. Secuencia CBA 

Aunque la máquina esquematizada en la fig. 14-2 (íí) es teóricamente correcta, en la práctica se 
presentan limitaciones que se oponen a su utilización. Por ello, es el campo magnético el que gira mien¬ 
tras que el devanado trifásico permanece fijo. 

La conexión de los extremos A\ B‘ y C' [Fig. 14-4(a)] da lugar a un alternador en estrella. Con 
la conexión de A y B\ B y C, C y A en la Fig. 144(i) resulta un alternador en triángulo. 




Fig. 144 

En la conexión en estrella las corrientes de bobina y de línea son iguales y la tensión compues¬ 
ta entre líneas Jl veces la tensión simple de bobina. En la conexión en triángulo la tensión compuesta 
entre lineas es igual a ia simple de bobina, pero la corriente de ésta es 1/^/3 veces la corriente de linea. 

(Véase Problema L4-2.) . , . — 

En una y otra conexión las lineas Á, B y C proporcionan un sistema trifásico de tensiones. El punt 

neutro de la conexión en estrella es el cuarto conductor del sistema trifásico de cuatro conductores. 
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TENSIONES EN EL SISTEMA TRIFASICO 


f La elee^óri de una tensión como referencia con un ángulo de fase nulo determina los ángulos de 
e todas las demas tensiones del sistema. Como referencia se toma V^, Los triángulos de las Figu¬ 
ras 14-5(íi) y (¿j) representan todas las tensiones para las secuencias ABC y CBA. ^ 




Fig.14-5 

La tensión del sistema es la tensión compuesta entre cualquier par de líneas, A y B, ByCoCv A 
En el sistema de cuatro conductores el valor de la tensión simple o de fase de línea a neutro es 1 A/3 veces 

d*e ^Os'voltior^T entfe hneaS ' P ° r ejempl0 ’ en un sísteina trifásico, CBA , de cuatro conductores 
de 208 voltios^,as tensiones compuestas entre líneas son de 208 voltios y las simples de línea a neutra 

r d : 2 2 ^/ v ° i2 ° ,a í:izz 

BC ¡—’AB 208¿240_, V C a - 208/120 , V^ jV = 120 /— 9 0°. V BN — 120 /30° y V CAf = 120 /150° . 

CARGAS EQUILIBRADAS EN UN SISTEMA TRIFASICO 

hÍT PJ ° 1 ^J Jn SiSlema | tnf f i ^° ABC de tres conductores y líO voltios alimenta a una conexión en triángulo 
de tres impedancias iguales de 5/45_ ohmios, Determinar las intensidades de corriente en las líneas \ Á U e L. y 
dibujar el diagrama fasorial. A ' & c * 




Se traza el esquema del circuito con las tensiones en la' forma indicada en la Fig. 14-6. Los sentidos no si ti 
vos de las corrientes son los indicados en el diagrama, Entonces, 


I 


a a 


y Ali 

z 


Ibc 

ICA 



110 /120 1 
5/45° ‘ 


110 / 0 ° , 
5 /45° 

110/240° 



22/751 ~ 6,7 + ¿21,2 

22/—45^ - 15,55 - j 16,55 

22 /195° = -21,2 - ¿6,7 
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Aplicando la primera ley de KirchhofT a cada vértice dei triángulo de carga, 


Ia - 



^AC ” 

22/75° 

- 22/195° 

= 38.1/45° 

Ib “ 

Iba 

+ 

IflC ~ 

-82/76° 

+ 22/-45° 

= 38,1/—75° 

Ic = 

L'A 

"h 

Icb — 

22/195° 

- 22/—46° 

= 38,1/165° 


El diagrama fasorial de la Fig, 14-7 representa las corrientes equilibradas en las líneas de 38,1 A, con án¬ 
gulos de fase de 120° entre ellas. 

En una carga equilibrada conectada en triángulo la tensión compuesta entre lineas y la simple de fase 
son iguales y la corriente en la línea es ^J3 veces mayor que ¡a corriente en la fase. 

Ejemplo 2, Un sistema trifásico CBA de cuatro conductores y 208 voltios alimenta a una carga equilibrada 
conectada en estrella con impedancias de 20 / — 30" ohmios. Hallar las corrientes en las líneas y dibujar el diagra¬ 
ma fasorial. 



Fig.14-8 



Se traza el esquema del circuito y se escriben en él las tensiones simples entre línea y neutro, utilizando la 
Fig, 14-5(6). Se eligen las corrientes tal como se ha señalado en la Fig. 14-8 con retorno de todas ellas por el 
conductor neutro. En estas condiciones. 


I, - 


Van 

Z 


I» = 


Vbn 


Ir - -sr- - 


Ve* 

Z 


120 /-90° 
20/-30°~ 

120/30° 
20 /— 30 ° 

120/150° 


6.0 /-60° 

6,0 /60° 

6,0 /180° 


20 /—30° 

Suponiendo positivo ei sentido de la corriente en el neutro hacia la carga, se tiene 

I v = hi a -í- I B -r l c ) - —(6,0 /—60° + 6,0¿60^ + 6,0 /180° ) = 0 

El diagrama fasonal de la Fig. 14-9 representa las comentes equilibradas de linea, estando cada una de ellas 
adelantada respecto de la tensión simple correspondiente en el ángulo de la impedancia respectiva. 


En una carga equilibrada conectada en estrella las corrientes en las líneas y en las Jases sott iguales. 
La corriente en el neutro e s cero y la tensión compuerta entre lineas es y/$, mayor que la tensión simple 
de fase, es decir , V L = v /3 V F . 


CIRCUITO EQUIVALENTE MONOFASICO PARA CARGAS EQUILIBRADAS 

De acuerdo con ¡as transformaciones Y-A estudiadas en el Capítulo 12, un conjunto de tres impe- 
dancias iguales, Z A , en una conexión en triángulo equivale a un conjunto Z r de tres impedancias iguales 
conectadas en estrella, siendo Z Y = (1/3}Z A . Entonces es posible un cálculo más directo del circuito 
en estrella para cargas equilibradas trifásicas de cualquier tipo. 
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El circuito equivalente monofásico uniñlar está formado por una fase del circuito trifásico de cua¬ 
tro conductores, conectado en estrella de la Fig. 14-10, con una tensión que tiene el módulo de la tensión 
simple de fase y un ángulo de fase nulo. La corriente de línea calculada para este circuito tiene un án¬ 
gulo de fase respecto del ángulo cero de la tensión. Por tanto, las intensidades reales de línea I A , I fl e I c 
tendrán un de fase, en adelanto o en retraso, respecto de las correspondientes tensiones simples de este 
mismo ángulo. 



Fig. 14-10. Circuito monofásico equivalente 



Ejemplo 3, Calcular las corrientes de linea del Ejemplo 1 por el método del equivalente monofásico. 


Se dibuja el circuito unifilar y se señala con A la carga, indicando que 
las impedancias reales estaban conectadas en triángulo. La impedancia del 
equivalente en estrella es 

Z y = ZJZ ~ Í5/3V45» 
y la tensión simple de línea a neutro es 

V LN = V L /y/Z = 110/^3 = 63,5 
Entonces, la corriente en la línea es 


Vln- _ 63,5/0? 

Z (5/3)/45° 


38.1 /—45° 



Fig. U-U 


Puesto que esta corriente retrasa respecto de la tensión un ángulo de 45*, las corrientes de línea L, I s e I c 
retrasan respecto de sus correspondientes tensiones, V^,, V fijV y V cjv en 45\ Los ángulos de estas tensiones se 
obtienen del triángulo ABC de la Fig. l4-5(a). Seguidamente se dan las tensiones simples de línea a neutro y las 
corrientes correspondientes. 


atf = 63,5/90? 

1 A ~ 38,1/90° - 45° 

= 38,1/46° 

’bn = 63,5/-30 o 

I« = 38.1/—30° - 45° 

= 38,1/—75° 

= 63,5/—150 Q 

l r ~ 38,1/—150° - 45° 

= 38,1/—195 


Estas intensidades de corriente son idénticas a las que se obtuvieron en el Ejemplo 1, Si se desean las corrientes 
de fase en las impedancias conectadas en triángulo, se.pueden obtener a partir de la expresión 1 F = 
38,1/ v /T= 22. Los ángulos de fase de estas corrientes se deducen estableciendo primero los ángulos de las ten¬ 
siones compuestas entre lineas, determinando después las corrientes con un retraso de 45°, 


v „ 8 = 110/120.» 

Un = 22/120° - 45° 

= 22/75°. 

Vfjc = 110/1° 

I„r - 22/0° - 45° 

= 22/-45 1 

V CA ~ 110/240° 

I rA = 22/240° - 45° 

= 22/195? 


CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN TRIANGULO 

La solución del problema de la carga desequilibrada con conexión en A se obtiene calculando las 
corrientes de fase y aplicando después la primera ley de KirchhofT a los nudos principales para deducir 
tas tres corrientes de línea. Estas ni serán iguales ni presentarán una diferencia de fase de 120 , como 
ocurría en el caso de cargas equilibradas. 
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Ejemplo 4. 

Un sistema trifásico ABC de tres conductores y 240 voltios tiene una carga conectada en triángulo con 
- 10/0°' Z sc = 10/30“ yZ ct = 15/ -30* . Obtener las tres corrientes de línea y dibujar el diagrama fasorial. 




Construido el esquema del circuito, Fig. 14-12, con las correspondientes tensiones, las corrientes de fase, 
como se ve en la figura, son independientes y vienen dadas por 


Ua “ 


' AB 


240/1202 A „ . v 

— 24 /120“ , Ijjf — 


J iC - =, 24 /—30° , l CA = 


Z AI1 ' 10/02 

Aplicando la primera ley de KárchholT a los nudos de la carga se tiene 


Ia = 

Luí i.-ic ~ 

24/120° 

- 16/2702 

= 38,7/108.1 

Ib ^ 

l c ™ 

Iba + Ifir — 

1{ A "i" fejí = 

—24/120° 

-r 24/—30° 

= 46,4/—45° 

16/270° 

- 24/—30° 

= 21,2/190,9 


El diagrama fasorial correspondiente se ha representado en la Figura 14-13 


16/270° 


CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON CUATRO CONDUCTORES 

En un sistema de cuatro conductores, por el neutro circulará corriente cuando la carga esté desequi- 
librada y la tensión en cada una de las impedancias permanecerá constante con el valor de la tensión 
simple de fase o línea a neutro. Las corrientes de línea son distintas y no están defasadas 12 . 

Ejemplo 5. 

Un sistema trifásico CBA de cuatro conductores y 208 voltios alimenta una carga conectada en estrella con 
Z Á = 6/0° Z s = 6/30“ y Z c - 5/45°, Obtener las tres corrientes en las lineas y en el neutro. Dibujar el diagra¬ 
ma fasorial. 
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Se construye ej esquema del circuito como en la Fig. 14-14. Se aplican las tensiones y se eligen las corrien¬ 
tes como se han dibujado. Las intensidades son independientes y vienen dadas por 


V A „ _ 120 /—90° 
Z A ~ 6¿0Z 


20 /—90° , Ijj 


V BN 

z e 


, I c 



24 /105° ' 


Por el conductor neutro circula una corriente cuya intensidad es la suma de las intensidades de línea l Ai I s e I c . 
Suponiendo que d sentido positivo de es hacia la carga. 


Iw - “(I* + I tf + Ir) = —(20 /—90° + 20¿0Z + 24 /105° ) = 14,1 /—166,9 o 
El diagrama fasorial es el representado en la Figura 14-15. 


CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON TRES CONDUCTORES: 

Si solamente hay tres líneas A t B y C conectadas a una carga en estrella desequilibrada,' el punto 
común de las tres impedancias de carga no está al potencial del neutro y se designa por la letra «O» en 
lugar de N. Las tensiones entre los extremos de las tres impedancias pueden variar considerablemente 
desde el valor de la tensión simple como se ve en el triángulo de tensiones que relaciona todas las ten¬ 
siones del circuito. Tiene particular interés el desplazamiento a «O» desde /V, tensión de desplazamiento 
del neutro. 


Ejemplo 6. 


Un sistema trifásico, CBA, trifilar, de 208 voltios, tiene una carga en estrella con Z A = 6/0^, Z B = 6/30° 
y Z c = 5/45^. Obtener las corrientes de línea y la tensión en cada impedancia. Construir el triángulo de tensio¬ 


nes y determinar la tensión de desplazamiento del neutro, V^. 

Se dibuja el esquema del circuito y se eligen las corrientes 
de malla I } e I 2 como en la Fig. 14-16. El sistema de ecuacio¬ 
nes en forma matricial en las intensidades e I 2 es 


~6/0_° + G/3G U 

-6/30° 


Y 


208/240° 

-6/30° 

G/3G° + 5/45° 


L 


208/0^ 


de donde I, - 23,3/26 1,1° A e I¡ = 26,5 /- 6 3,4° A. Las co¬ 
rrientes en las líneas l A , I H e E c , con el sentido dado en el es¬ 
quema, valen 


\ A = I, = 23,3/26|J° 



I* - Ij “ I t = 26,5/ —63,4" - 23,3 /261,1° 

= 15,45 /-2,5° 

! c = -l 3 = 26,5 /116,6° 

Las tensiones en las tres impedancias vienen dadas por 
los productos de las corrientes en las líneas por las impedan¬ 
cias correspondientes. 

S AO = Z A l Á - (6/0° 1(23,3 /261,1° ) = 139.8 /261,1° 

V*, = Z B I B = (6 /30° ){15,45 /-2,5° ) = 92,7 /27,5° 

\ co = Z c l c = (5/45: 1(26,5 /116,6 ° 1 - 132,5 /161,6° 



El diagrama fasorial de estas tres tensiones, Fig. 14-17, 
forma un triángulo equilátero. En la Fig. 14-18 se ha dibujado 
nuevamente este triángulo, añadiendo del neutro, con lo que 
se puede observar la tensión de desplazamiento V 0Jv . Esta 
tensión puede calcularse utilizando cualquiera de los tres pun¬ 
tos A, B o C y siguiendo la notación convencional del doble 
subíndice. Utilizando el punto A se obtiene 

Vo* = Voa + V XJ¥ = -139.8 /261,1° + 120 /-90° 

= 28,1/3 9,8° 


C 


Fig. 14-18 
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CARGA DESEQUILIBRADA EN ESTRELLA CON TRES CONDUCTORES 
METODO DEL DESPLAZAMIENTO DEL NEUTRO 


En el Ejemplo 6 se ha obtenido la tensión de desplazamiento del neutro en función de las ten¬ 
siones de carga. Si se determina una relación para V 0N independiente de las tensiones de cargadlas co¬ 
rrientes y tensiones buscadas en el Ejemplo 6 se obtendrán con mayor facilidad, como puede verse en 
el Ejemplo 7, 

Para obtener la tensión V 0 * se escriben las corrientes A 

de línea en función de las tensiones en las cargas y las 
admitancias de carga. 


I = V Y 

t aü a A’ 


i - V Y 

A íi T BO 4 B* 


I = V Y 

± C * L O A C 


0) 


Aplicando ahora la primera ley de Kirchhoff en el punto O, 
Fig. 14-19, se podrá escribir 

0 ( 2 ) 

0 (3) 


I + 1 + I - 

X A B V 


o bien 


V Y + V Y + V Y - 

T AO x A ~ 1 BO x li ' T CO A C 


Utilizando el diagrama de la Fig. 14-18 se pueden expresar 
las tensiones \ ÁO , \ BO y V co en función de sus tensiones 
componentes, 


Fig. 14-19 



V = V - 

T 40 1 AN 

Llevando [4) a (i) se tiene 


no 


V = 

T BO 


V + V 

* BS ' T 


no 


V = V + V 

co en no 


(y A. + V wo ) Y, + [V aN + VJY, + (V CN + V W0 )Y C = 


0 


(4) 

(5) 


de donde 


V Y 

T AN A 


-t 


V Y 

T DiV * ti 


+ V c , Y c 


ON 


Y„ + Y, 


<*) 


Las tensiones \ ÁN , V BV y V CjV en la ecuación (ó) se obtienen del triángulo de la Fig. 14-5 para la 
secuencia dada en ei problema. Las admitancias Y^, Y fl e Y c son ios recíprocos de las ímpedancias de 
carga Z A , Z B y Z c , Por tanto, puesto que todos los términos de (ó) o son datos o se obtienen con facili¬ 
dad, puede calcularse la tensión de desplazamiento del neutro y utilizarla luego para determinar las 
corrientes en las líneas. i 


Ejemplo 7. 

Obtener las corrientes en las líneas y las tensiones en las 
cargas del Ejemplo 6 por ei método de la tensión de desplaza¬ 
miento del neutro. 

Observando la Fig. 14-20, la ecuación para la tensión de 
desplazamiento del neutro es 


ÜN 






siendo 


Yc 


Y* = 1/16/01) = 0,1667/01_ = 0,1667 


Y* = 1/(6/3Q° ) = 0.1667 /-30 J ^ 0,1443 - /0,0833 


Y c = 1/15/45/ } = 0,20 /—45 ? = 0,1414 - yÜ.1414 

+ Y B + Y c = 0,4524 - yO.2247 



= 0,504 /—26,5' 

V aN \' a - 120 /-90" (0,1667/0° ) - 20 /-90 ' = - >20 

V Mfl Y b = 120/30/ (0,1667 / — 30 J ) = 20/0/ - 20 

V CN Y r ^ 120 /150° (0,20 /-45° ) - 24 /1QS" - -6,2 + /23,2 

+ V** Y, + V„ Y c - 13,8 + j\2 - 14.1/13,1° 

V ON > 14,1 /13,r 70,504 /-26,5" = 28,0 /39,6" 


Por tanto. 
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Ai 


LOS 


neutr^ S * enS *° neS ^■ 4 °’ ^ B0 ^ ^ co 5e °^ t ‘ enen a partir de \ N0 y de La correspondiente tensión simple de línea a 

Vao = + V MO = 12 0/-90° - 28, 0/39,6° = 139,3 /261,1° 

v *> = V fljv + V w = 120/30° - 28, 0/39,6° - 92, 5/27,1° 

v eo = V CN + V M0 = 120¿1501- 28, 0/39,6° = 132,5 /161,45° 

Las comentes en las líneas se obtienen fácilmente de las tensiones y correspondientes admitancias de carga: 

Ia = Vao Yx - 139,5 /261,1° (0,1667/0^) = 23,2 /261,1° 

4 = V í0 Y b = 92,5 /27,1° (0,166 7/— 30° ) = 15, 4/-2,9° 
l c = V co Y c = 132,5 /161,43° (0,2 0/-43° ) = 26, 5/116,45° 

Las corrientes y tensiones anteriores están de acuerdo con las obtenidas en el Ejemplo 6. 


POTENCIA EN CARGAS TRIFASICAS EQUILIBRADAS 

Como por las impedancias de las fases en cargas equilibradas, triángulo o estrella, circulan corrien¬ 
tes iguales, la potencia por fase es un tercio de la potencia total. La tensión entre los extremos de la im¬ 
pedancia Z A , Fig. 14-21 (a), es la tensión compuesta entre líneas y la corriente es la corriente de fase. El 
ángulo entre la tensión y la intensidad es el de la impedancia. Entonces, la potencia por fase es 

P F = VJ F eos 6 (7) 


y la potencia total 


?t = 3 VJf eos & (g) 

Puesto que en las cargas equilibradas en A, I L - y/Tl F , 

P T = yT V L I L eos 0 (p) 

Por las impedancias conectadas en la estrella de la Fig, 14-21(6) 
circulan las corrientes de línea y la tensión en Z Y es la tensión 
simple dé fase. El ángulo entre ellas es el de la impedancia. En¬ 
tonces, la potencia por fase es 


P F — fp/¿ eos 0 

m 

y la potencia total 


P T = 3 V F I L eos 0 

(n) 

Puesto que V L = ■J'bV f , 


p t = v/Tk,.^ eos e 

U2) 




Fig. 14-21 


Las ecuaciones ( 9 ) y 


^ „ WUUWV11M (12) son idénticas, por tanto, la potencia total en cualquier carga trifásica equi¬ 
librada vedada por JTV L I L eos 0, siendo d el ángulo de la impedancia de carga o el ángulo en una 
impedancia equivalente en el caso en que varias cargas equilibradas sean alimentadas por el mismo 

sistcniá 

La potencia aparente total S T y la potencia reactiva total Q r están relacionadas con P T , como se 
vio en el Capítulo 7. Por consiguiente, una carga trifásica equilibrada tiene unas potencias activa, apa¬ 
rente y reactiva, que vienen dadas por 


P T = \/3 V L I L eos 6 


= Vsv L i L 


q t = y/zr L i L xne 


(13) 
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VATIMETROS y cargas en estrella con cuatro conductores 

Un vatímetro es un aparato de medida con una bobina de tensión y otra de intensidad, dispuestas 
de forma que la desviación es proporcional a VI eos 8 , en donde 6 es el ángulo entre la tensión y la in¬ 
tensidad. Una carga conectada en estrella, con cuatro conductores, necesita tres vatímetros dispuestos 
en cada linea como muestra la Figura 14-22(o). 


B 



(o) 


Fig.14-22 



El diagrama fasorial de la Fig. 14-22(4) supone que la corriente está retrasada en la fase A y adelan¬ 
tada en las fases By C, con defases 0 A , 0 R y 8 C respectivamente. Las lecturas del vatímetro son, entonces, 

= V tK í Á eos íff , W. = V, N l.cos 4 üf , w c = v r ,/ c eos 4 ™ (14) 

en donde representa el ángulo entre V^jv e 1¿. El vatímetro W A lee la potencia en la fase A y los 
Wg y W c , en las fases B y C La potencia total es 

P T = W A 4- W B + w c {18) 


METODO DE LOS DOS VATIMETROS 

La potencia total en una carga trifásica con tres conductores viene dada por ia suma de las lecturas 
de dos vatímetros conectados en dos líneas cualesquiera con sus bobinas de tensión conectadas a la 
tercera línea, como se representa en la Fig. 14-23. Las lecturas de los dos aparatos son 


I V, = V A B I A eos 

Aplicando las leyes de Kirchhoff a los nudos A 

h = hz + I,c 


y W c = V cn I.. C0S 

y C de la carga en triángulo se obtiene 
e I ( . — I C/l + I CÍJ 


(16) 

(17) 




Fig. H-23 


Fig.14-24 
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Sustituyendo las expresiones (17) de 1^ e I c en las ecuaciones (16) se obtiene 

Wa ~ ^ab I A b cos 47b + V AB I AC cos 47c 
W C = V CB ¡ CA coa ¿a + y ca I CB eos 4™ 


{IB) 


Los términos V At¡ l AB eos ¿tf/áy V CB J CB eos 2¿® se reconocen inmediatamente, ya que son las poten¬ 
cias en las fases AB y CB de la carga. Los otros dos términos contienen V AB I AC y V CR I C . que pueden 
esen irse a ora como ^¿Ac. ya que tanto V AB como V CB son tensiones compuestas entre líneas, e I AC — 
Ca - ara identificar estos dos términos se construye el diagrama fasorial de la Fig. 14-24 en ttue se ha 
supuesto que la corriente \ AC retrasa respecto de un ángulo 6. 

El diagrama se deduce, 


4ac = 60° + d 


4 ™ = 60 ° - e 


{19) 


Sumando los dos términos restantes de {18) y sustituyendo (60° + 0) y (60° - 9) en lugar de *** 
y 4 c ,t respectivamente, 6 

^7 ^ac cos (60° 4- 6) + V L I AC eos (60° — $) (20) 

Como cos (x ± y) - cos * cos y + sen x sen y, se puede escribir 

^7 c 60 cos 0 sen 60° sen $ 4- eos 60° cos 6 + sen 60° sen $) {%1) 

° b,en VJ ac cm6 {22 ) 

que es la potencia en la fase restante, esto es, en AC. Por tanto, hemos demostrado que dos vatímetros 
dan la potencia total en una carga conectada en triángulo. La aplicación del método de los dos vatí¬ 
metros al caso de una carga conectada en estrella se deja como ejercicio al alumno. 


METODO DE LOS DOS VATIMETROS APLICADO A CARGAS EQUILIBRADAS 

Para ver !a aplicación del método de los dos vatímetros a cargas equilibradas consideremos la co¬ 
nexión en estrella de tres impedancias iguales representada en la Fig. 14-25{a). En la Fig. 14-25 (ó) se 
ha dibujado el diagrama fasorial para la secuencia ABC en la hipótesis de corriente en retraso 0. 




Fie.14-25 

Con ios vatímetros en las líneas A y C sus lecturas son 


( 6 ) 


W A = I'/, 




A - ' Atl l A cos 47 


y W c = V CB I c eos 


(M) 


De! diagrama fasorial, 


47° = 30° + 6 y = 30° - $ 


CB _ 


(2Í) 
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Sustituyendo en (23), 

W a = ^ ab / a cos{3O° + 0) y W c = V CB I c eos (30° - 9) (;25 ) 

Si el método de los dos vatímetros se utiliza con cargas equilibradas, las lecturas son VJ L eos (30° + 0) 
y y iJl eos (30° — 0) en donde 0 es el ángulo de la impedancía. Ambas lecturas se pueden emplear para 
hallar el ángulo 9. 

Escribiendo la expresión de ^ y teniendo en cuenta la fórmula del coseno de la suma de dos án- 


gulos, se obtiene 

W l ~ V L l L (eos 30° eos 0 — sen 30° sen 0) 

m 

Análogamente, 

W. ¿ = V L I L (eos 30° eos 0 + sen 30° sen $) 

(27) 

Por tanto, la suma vale 

W L + W 2 = y/T VJ L eos 6 y la diferencia W 2 — W t = VJ L sen $. 


de donde 

- • = 

(28) 


En consecuencia, la tangente del ángulo en Z es y/T veces la relación entre la diferencia y la suma 
de las lecturas. Sin conocer las líneas en las que están colocados los medidores ni la secuencia del sistema 
no es posible distinguir entre + $ y - 6. Por el contrario, si se conocen ambas cosas, puede determinarse 
el signo por las expresiones siguientes. Para la secuencia ABC , 


tg 9 

y para CBA, 

tg e 



w A - w B 

W A T w B 


,/5 Wb-Wc _ ^W C -W A 
V Wb + Wc ~ V ' Wc + W A 



Wt - W A 
W B + Wa 


v/5 


W C - W B 
Wc + Wb 




Wa- Wc 
W A + Wc 


(29) 

(80) 


Problemas resueltos 

14-1 Demostrar que la tensión compuesta entre líneas V L en 
un sistema trifásico es yfl veces mayor que la tensión 
simple de fase o de línea a neutro V r . 

En la Fig, 14-26 se representan las tensiones del sistema tri¬ 
fásico en un triángulo equilátero en el que la longitud de un lado 
es proporcional a la tensión compuesta V L y el punto neutro N 
está en el centro del triángulo. 

La tensión simple tiene como proyección horizontal el valor 

V F eos 30°, o sea, . Puesto que la base es el doble de dicha 

proyección, 

V L - 2{V^!2) = Jiv r 



14-2 Calcular las intensidades de corriente en los devanados a plena carga para conexión en triángulo 
y en estrella, en un alternador trifásico de 25 kVA a 480 voltios. 

En la conexión en estrella la corriente en la línea y en el devanado son iguales. En un sistema trifásico equi¬ 
librado, 

S(kVA)= V3V L / L X 10-3 y i L ~ 5{kVA) _ -25- = 30J 

V3 V L X 10-3 y'S (480 X 10-3) 

El alternador con conexión en triángulo y de la misma potencia aparente (kVA) tiene también corrientes 
a plena carga de 30,1 A. Las corrientes en los devanados son IJy/ 3. Por tanto, = 30,l/ v /3 _ = 17,35 A, 
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14-3 Un sistema bifásico con una tensión simple de fase de 150 voltios alimenta a una carga equilibra* 
da, conectada en triángulo, con impedancias de 10 /53,1° ohmios. Hallar las intensidades en las 
líneas y la potencia total. 


En un sistema bifásico las dos tensiones sim¬ 
ples tienen una diferencia de fase de 90°. Por tanto, 
si \ af¡ se toma como referencia, V Átt está a 90°, como 
se observa en la Fig. 14-27. La tensión compuesta 

entre líneas es igual a veces la tensión simple de 
linea a neutro. Por consiguiente, V AB = Jl (150) = 
2t2 V. Las corrientes en las fases son 


V JB 212/135° 


z 

10/53,1° 

y ah 

150/90° 

z 

10/53,1° 

y bn 

150/0° 

z 

10/53,1° 


21,2 /81,9° 

15,0 /36,9° 

15.0 /-53.1° 



Las corrientes en las líneas se obtienen a partir de las de fase sin más que aplicar la primera ley de 
fcirchhofl a los nudos de la carga en triángulo. Si se admite como sentido positivo'para estas corrientes el sen¬ 
tido hacía la carga, se tiene 

U = Un + Uí = J 5, 0/36,9° + 21,2 /81,9° = 33,5 /63,4° 

U = Un + Ua = 15, 0/-53,1° - 21,2/81,9^= 33,6 /-79,7° 

tjv = l NA + 1** = -15,0/36,9° - 15.0 / -53,1° = 21,2 /171,86° 

La potencia total se obtiene utilizando la corriente eficaz en las impedancias 

p ab = = (6)(21,2) 2 = 2700 W 

= Ma* = (6)05,0} 2 = 1350 W 
= RI&, = (6)(15,G) 2 = 1350 W 


Potencia total = 5400 W 


14-4 Un sistema trifásico ABC con tres conductores a 100 voltios alimenta a una carga con conexión A 
e impedancias de 20 /45° ohmios. Hallar las intensidades de corriente en las líneas y dibujar el 
diagrama fasorial. 

Se aplican las tensiones compuestas entre líneas de secuencia ABC al circuito dado en la Fig. 14-28, En¬ 
tonces, las corrientes elegidas son 




V*b __ 100 /120° 

z ” ~20/45° 


MZIL?, ¡ac 



5,0 /-45° , l CA 


Ved 

~T 


- 5,0 /195° 




> 



































































208 


SISTEMAS POLIFASICOS 


[CAP. 14 


Para obtener las corrientes en las líneas (véase el esquema del circuito) se aplica la primera ley de Kirchhoff 
a cada uno de los nudos principales de la carga. Por tanto, 


h - h* + he - 5,0/75^ - 5,0/195° = 8;66/45° 

l B = h A + he = —5,0/75° + 5, 0/-45° = 8,66 /-75° 

Ic - Ica + ha = 5,0/195" - 5,0 /-45° - 8,66 /165° 

El diagrama fasorial de las corrientes de fase y de línea se representa en la Figura 14-29. 


14-5 Determinar las lecturas de los vatímetros al aplicar el método de los dos vatímetros al circuito 
del Problema 14-4. 

Con una carga trifásica de tres conductores las lecturas del vatímetro son 

W l = V,T l eos (30° + Ú) y W % = V L T L eos (30° -6) (1) 

en donde 8 es el ángulo de la impedancia de carga. En el Problema 14-4, V L = 100 V, I L ~ 8,66 A y el ángu¬ 
lo de la impedancia de carga es 45°. Sustituyendo estos valores en (7) resulta 

W i = 100(8,66) eos (30° + 45°) - 866 eos 75° = 224 W 

W 2 = 100(8,66) eos (30 c - 45°) = 866 eos (- 15°) = 836 W 

La potencia total es P T = IL, + W 2 = 1060 W. 

Como comprobación, se puede calcular la potencia total en cualquier carga trifásica equilibrada por 

P = y/3 V L ! l eos 0 - v /3 100(8,66) eos 45 ; = 1060 W 


14-6 Se conectan en estrella tres ímpedancias idénticas de 5/ — 30° ohmios. El sistema es trifásico, de 
tres conductores, 150 voltios y secuencia CBA. Determinar las intensidades de corriente en las 
líneas y dibujar el diagrama fasorial. 




Fig. 14-30 Fig. 14*31 


En sistemas equilibrados de tres conductores, conectados en estrella, se puede añadir el conductor neutro, 
en la forma representada en la Fig, 14-30. Las tensiones simples de módulo 

V Lft = VJy/l - 150/v3 = 86,6 


se aplican con los ángulos de fase de la secuencia CBA. Las corrientes en las lineas son 


U = 


V 


AS 


86,6/-00 o y as V t - iV , A 

-í=. - 17.32/ —60 c , = ~ = 17,32/60® , Ir = —-■ = 17,32/180® 

5 /-30® ' - ü Z J ‘ - ' c Z 1 - 


El diagrama fasorial de la Fig. 14-31 muestra el conjunto de las corrientes de linea equilibradas con 30° 
en adelanto respecto de las tensiones simples de línea a neutro, el cual corresponde al ángulo de la impedancia. 
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14-7 Determinar las lecturas de los vatímetros si se aplica el método de los dos vatímetros al circuito 
del Problema 14-6. 

Cotí carga trifásica equilibrada, 

4 eos (30° + 0) = 150(17,32) eos (30° + 30°) = 1300 W 
Wi = y L 4 eos {30° - 6) = 150(17,32) eos (30" - 30 a ) = 2600 W 
La potencia activa total es P T = \\\ + W 2 - 3900 W. 

Como comprobación, se puede calcular la potencia por fase F y = Rll = 4,33(17,32} 1 = 1300 W y, por 
tanto, la potencia activa total es 

P T = = 3(1300) = 3900 W 

O bien, con cargas trifásicas equilibradas, Ja potencia activa total es 

p = Yl*l eos (150X17,32) eos <-30 c ) = 3900 W 


/ 14-8 Tres impedancias idénticas de 15 /30° ohmios se conectan en triángulo a un sistema trifásico, 
de tres conductores, 200 voltios y secuencia ABC . Hallar las intensidades de corriente en las 
líneas utilizando el método del equivalente monofásico. 

Como la carga está conectada en triángulo se obtiene primeramente La impedancia equivalente de la car¬ 
ga con conexión en estrella: 


Zy - ZJ3 - 15¿30?/3 - 5 /30° 


El módulo de la tensión simple de línea a neutro es 


V LS = VjV 3 ■“ 200/'/3 = 115,6 


Ahora bien, en el circuito equivalente monofásico de la 
Fig. 14-32 la tensión aplicada es 115,5/0" voltios y la 
corriente resultante es 


\ LN _ 115,5/0f 
~Z~ " 5/30° 


23,1 /—30° 



Fig.14-32 


Para obtener las intensidades de corriente en las líneas I¿, l B e I c se determina en primer lugar el ángulo 
de fase en las correspondientes tensiones simples de linea a neutro en la secuencia ABC. Puesto que W ÁN tiene 
un ángulo de 9G C , J Á = 23,l /90 c - 30" = 23.1/60^ A. De igual forma, I £ = 23,1 /-60° A, \ c = 23,1 /180° A. 

Las corrientes en las impedancias en á están relacionadas con jas corrientes de línea por I L = I F , de 
donde 1 F = 23,1 /^/T= 13,3 A. 

El ángulo de V ÁB en ia secuencia ABC es de 120° y, por tanto, 1 ÁB = 13,3 /120" - 30° = 13.3 /90° A. Por 
el mismo procedimiento, = 13,3 /- 30' A e J CjJ = 13,3 /210 C A. 


14-9 Tres impedancias iguales de 1 0/3O 9 ohmios, conectadas en estrella, y otras tres impedancias tam¬ 
bién iguales de 15/0^ ohmios, igualmente en estrella, están unidas a un mismo sistema trifásico, 
de tres conductores, de 250 voltios. Hallar la potencia total. 


Puesto que ambas cargas están conectadas en es¬ 
trella, sus impedancias de fase pueden ponerse directa¬ 
mente en un circuito equivalente monofásico, como se 
representa en la Fig, 14-33. La tensión aplicable a dicho 
sistema monofásico es 

V LN = = 250/V3 - 144,5 

La corriente tiene una intensidad, pues. 

144,5/Of j 144.5/0° 

11 = 10/30° + 15/íP 



14.45 /—30° -f 9,62/Of 


23,2 /—18,1° 


Fig. 14-33 
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En la fórmula de la potencia activa P = JÍV Í I L eos 6, 9 es el ángulo de la impedancia de carga equi¬ 
valente, Al calcular I L , se han considerado ambas cargas y se ha visto que la corriente retrasa respecto de la 
tensión un ángulo de 18,1°. Por tanto, se sabe que la impedancia equivalente es inductiva y tiene un ángulo 
de 18,1°, En estas condiciones, 

p = y/ZV L l L c ostf = \/3 250(23,2} cus 18,1° = &53ÜW 


14-10 Tres impedancias idénticas de 12/30* ohmios, en triángulo, y otras tres idénticas de 5/45? ohmios, 
en estrella, se unen al mismo sistema trifásico, de tres conductores, de 208 voltios y secuencia 
ABC. Hallar las intensidades de corriente en las líneas y la potencia total. 

Como la primera de las cargas está conectada en triángulo, se obtiene la equivalente en estrella 


Z Y “ Z¿/3 = 12/30° /3 = 4 /30° 


Con una tensión compuesta entre lineas de 208 V la ten¬ 
sión simple es 208/^/^”= 120 V, 

El circuito equivalente monofásico es el representado 
en la Fig. 14-34 con las dos impedancias de carga 4/30° íí 
y 5 / 45 ° n. Estas impedancias pueden ser sustituidas por 
una equivalente. 


4 /30° (5/45° ) 
4 /30 a + 5 /45 s 


2.24 /36.6° 


Con esto, la corriente es 

Vj„v 120¿0f 

h ~ " 2,24¿36j6^ 


53.6 /—36,6° 



Fig.14-34 


La tensión en la secuencia ABC tiene un ángulo de fase de 90° v, por consiguiente, U = 53,6 /(90° - 36,6 } - 

53,6/53,4° A, Análogamente, vemos que I B = 53,6 /-66,6° A e I c = 53,6/-186,6° A. 

La potencia activa total es 


p = t/$V l / l cos0 - 208(53,6) eos 36,6° = 15.500 W 


14-11 Un sistema trifásico de tres conductores, 240 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga 
conectada en triángulo en la que Z AB - 25 /90° , Z BC = 15/30? y Z CA = 20/0]? ohmios. Hallar 
las intensidades de corriente en las líneas y la potencia total. 


Aplicando las tensiones compuestas entre líneas de la 
secuencia CBA a la carga conectada en triángulo de la 
Fig. 14-35 y eligiendo las corrientes de fase como se ve en 


el esquema. 

se tiene 



Un 

_ Vaü 

240/240° 

= 9,6/150° 


Zaó 

25/90° 

IflC 

Vflc 

240/0? 

= 16,0/—30° 

Zar 

15/30° 

Ica 

_ VfA _ 
ZpA 

240/120° 

20/0? 

= 12,0/120? 



Fig.14-35 


Las corrientes en las líneas pueden calcularse, ahora, en función de las corrientes en las fases 
1 Á = I AB + 1 ac = 9 , 6 / 150 ° - 12/120° = 6 , 06 / 247 , 7 ° 

I* = I H a + Iflc = -9,6/150? + 16 /-30° = 25,6/-30° 

le = Ica + Icb = 12/120? - 16 /—30° = 27,1 /137^2? 


Como era de esperar, en una carga desequilibrada las corrientes en las líneas no son iguales 
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La potencia en cada fase se calcula de la manera siguiente: 

Impedancia Z aB - 25/907 - 0 + ;25 Q, R aB = 0 e = 9,6 A. Entonces, 

Pab = RaA = W> 6 ) 2 = 0 

impedancia Z BC = 15/30“ = 13 + y'7,5 Q, R K = 13 Q e i BC = 16 A. Por tanto, 

Pac = Rk*Ic = Ü3X16) 1 = 3330 W 

Impedancia Z CA = 20./0^ = 20 + /O fl, R CA - 20 Q e I CA = 12 A. Por tanto, 

Pca = *cAl< - (201(12)' = 2880 W 

La potencia total es la suma de las potencias por fase 

P T = p <B + Pac + P C a = 0 + 3330 + 2880 = 6210 W 

14-12 Hallar las lecturas del vatímetro cuando se utiliza el método de los dos vatímetros en el circui¬ 
to del Problema 14-11, con medidas entre las líneas (ú) A y B, (¿) A y C. 

(o) Con los vatímetros en A y B, 

(i) W A = V AC I A CÚS 3-4 (í> W a - V BC I S eos 4 b 

Del Problema 14-11, V AC = 240 /-60 a V, \ A = 6.0 6,'247,7 a A. Entonces, el ángulo es el ángulo 
entre 247,7° y -60 a , o sea, 52,3 a . Sustituyendo en (V), 

W A = 240(6,06) eos 52,3 a = 890 W 

También, del Problema 14-11, V flC - 240/0^ Vci,= 25, 6/-30 a A. Entonces, = 30 a . Sustituyen¬ 
do en (2), 

W B = 240(25,6) eos 30 a - 5320 W 
La potencia total es P? — + W& — 890 + 5320 = 6210 W. 

(6) Con los vatímetros en las líneas A y C, 

A W wCH 

(*) W A = V A8 I A eos 4-A U) W c = V CB l c eos 4-c 

Del Problema 14-11, V Aa = 240/2401V. Como 1, = 6.06 /247,7° A, - 7,7°. Sustituyendo en (J), 

= 240(6,06) eos 7.7 a = 1440 W 

Del mismo modo, V c » = 240/180° V e l c = 27,1/13121 A, de donde = 42,8. Sustituyendo en (4), 

w c = 240(27,1) eos 42,8 a = 4770 W 
y la potencia total, P T = W A + = 1440 + 4770 = 6210 W. 

14-13 Un sistema trifásico de cuatro conductores, 208 
voltios y secuencia ABC alimenta a una carga 
en estrella en la que %> A = 10/07/ Z*b — 1^¿10_ 
y z c = 10 /- 30° ohmios. Hallar las intensida¬ 
des de corriente en las líneas, la del neutro y la 
potencia total. 

Aplicando al circuito las tensiones simples de línea 
a neutro de la secuencia ABC, como se ve en la Fig. 14-36, 
y suponiendo positivo el sentido de las corrientes hacia 
la carga, se tiene 

I A = V AS /Z A = (120/907 )/(10¿01) = 12/907 
I fl = V B */Z B = (120/^301 )/(15/30_° ) 

= 8 7-60° 

I c = Vcjv/Zc = (120 /—150° )/(10/-30 & ) 

= 12 7 - 120 ° 
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La corriente en eJ neutro es el fasor suma de los correspondientes a las intensidades de línea y si te sentido 
positivo es hacia la carga, 

Ijv = ~(l A + l B + l c ) = -(12/90? + 8 /—60° + 12 7-120° ) - 5,69 /69,4° 

La impedanda Z A = 10 + jQ O es atravesada por Ja corriente — 12 /90° A y la potencia en esta fase 
de la carga es P A — 10(12) 2 = 1440 W. Por la impedancia Z B — 15/30° — 13 + /7,5 £1 circula la corriente 
= 8 /—60" A y la potencia en la fase es P a = 13(8) 2 - 832 W. De igual forma, por Z c = 1 0/-30° = 
8,66 ~JS Q circula la comente I c - 12 /-120" A y > c = 8,66(12) 2 = 1247 W. 

La potencia total es P T — P A + P B + P c =• 1440 + 832 + 1247 = 3519 W. 

14-14 Las impedancias de carga del problema anterior se conectan a un sistema trifásico de tres con¬ 
ductores, 208 voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente de línea y las tensiones 
entre los extremos de las impedancias de carga. 




En el circuito de la Fig, 14-37 se han puesto las dos tensiones compuestas y \ BC . Con las corrientes 
de malla e elegidas como en la figura, la forma matricial del sistema de ecuaciones en las corrientes es 



10/0° + 16/30° 

1 

.co 

o 

o 

- 1 

_t 

1! 

|208/120° 


-16/30° 

15/30° + 10/—30 0 J i_I a [ 

L 208/0? 

de donde 


5210/90° , 

I, - - 14,15 86,1- 

1 367,5/3,9-’ 

3730,56,6° , n 

I, - - -— i— - 10,15-52,7“ 

1 367.5/3.9° — 

* 


Las corrientes en las líneas, con sentido positivo hacia la carga, vienen dudas en función de I x e l 2 por 
1^ = I, = 14,15 /86.1° 

i, . I a - I, = 10,15 '52.7 a - 14,15 /86,1° = 8, 07-49,5° 

| c = _] 2 a 10,15/(52 , 7- - 180° ) = 10,15 /-127,3° 

Por tanto, las tensiones en las impedancias son 

Vao = = 14,15 /86,1 J (10,01) = 141,5 /86,1° 

= 8,0 /-49,5° (15/30° ) = 12 0/- 19,5 a 

V co = I c Zc = 10,15/-127,3" (1 0,'-30’ ) = 101,5 /- 157,3 a , 

La representación de las tres tensiones V^, V so y V co muestra el triángulo de secuencia ABC al unir 
los extremos de lu$ fasores por rectas. Puede añadirse también el punto /V, como en la Figura 14-38. 
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14-15 Resolver nuevamente el Problema 14-14 por el método del desplazamiento del neutro. 

En el método del desplazamiento se calcula V 0N a partir de la fórmula 

v _ + V ajv Y fl + V CN Y C 

W Ya + Y b + Y c 

Por ''^ ob J ema 14 - t4 ’ Y - = >/ 10 = Y » - 1/(15/30! ) = 0.0577 - >0,033 e Y c = 1/(10/-30» ) = 0,0866 
+ /),050. Por tanto, '- 

y a + Y b + Y c = 0,244 + y'0,0167 = 0,24 4/3,93° 

y ‘ Ya* Ya = 120/90° f0,l) - 12/90° = j\2 

Vj„ Y a = 12 0/- 30° (0,0667 /- 30° ) = 8,0 /-60° = 4,0 /6,93 
V cw Y c = 12 0/-150 a (0,1/30° ) = 1 2/-120° -- -6,0-710,4 

Ya* Y¿ + V flW Y fl + V CN Y c = —2,0 — /5,33 = 5,6 9/249,4° 

En consecuencia, V oív = (5,6 9/249,4° )/(0,24 4/3,93° ) = 23,3 /245,5° = -9,66 ^ ,21,2 

Las tensiones en las impedancias de carga pueden expresarse en función de la correspondiente tensión 
simple de línea a neutro y la de desplazamiento del neutro en la forma siguiente: 

v ao = + V* 0 = 120/90° + (9,66 + >21,2) = 141, 2/86,08° 

Vio = V íjv + V* 0 = 120 / -30° + (9,66 + ;21,2) = 120 /-18,9° 

v co = v c* + y so = 12 0/-150° 4- (9,66 + 723,2) - 102 /202,4° 

Para obtener las corrientes de linea se forman ios productos de estas tensiones y las admitancias corres¬ 
pondientes, 


1a = V M Y¿ = 141,2 /86,08° (0,1/0?) = 14,12 /86,08° 

Ib = V fl0 Y* = 12 0/-18,9° (0,0667 /-30° ) = 8, 0/-48,9° 

Ic - V co Y c - 102 /202,4° (0,1/30° J = 10, 2/232,4° o bien 10,2 /-127,6° 

Los resultados anteriores están de acuerdo con los del Problema 14-14 dentro del orden de exactitud de 
la regla de cálculo. 


14-16 Utilizando el método de los dos vatímetros en un caso de carga equilibrada se han obtenido 
las lecturas 1154 y 577 vatios. Obtener las impedancias de carga, con conexión triángulo, si la 
tensión del sistema es de 100 voltios. 

Para cargas trifásicas equilibradas 


ig e 


V3 


w x - w 2 
w x + w 2 


,/» 1154 - 677 
v 1164 + 577 


±0,577 


de donde 6 - ±30°. (Se pone ±, ya que sin conocer ni la secuencia ni la colocación de tos vatímetros, no 
puede determinarse el signo.) 

La potencia total es P ~ JJ V L i L eos 6, e 


h 


P 

V&Vl cosí 


1731 

\/3 (100)(0,866) 


11,55 A 


Se dibuja el circuito monofásico equivalente y se apli¬ 
ca la tensión (100/^3)/^ = 57,7/0/ V, como se ve en la 
Fig. 14-39. Entonces, la impedancia con conexión en es¬ 
trella 


V _ 57,7/0? 

1 ~ ll,55 /±30° 


5.0 /3:30° 


11 , 55 / 


1 A 


* 7 , 7 / 0 ? 


0 


Z Y 



y 


Z á = 3Z V = 15 /~30° 


Fig.14-39 
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14-17 Se aplica el método de los dos vatímetros a un sistema trifásico de tres conductores, 100 voltios 
y secuencia ABC, con los aparatos de medida en B y C, obteniéndose — 836 y W Q = 224 
vatios. Hallar la impedancia de la carga equilibrada y con conexión en triángulo. 

Conociendo la secuencia y la situación de los aparatos puede conocerse el signo de 8. Así, 

ÍVTi — fVp OOfl _ 004 

tg 9 = yfí = V3 836 + 224 “ 1 dti donde y = 45<? 

r~ P 1060 

Puesto que P = >/3 V L 1 L eos 0, 4 = ( |00)(0,707> ' 8166 A ' E " t ° n “ S ’ d drcui,<> 

equivalente monofásico tiene una tensión de 57,7/0° Y y la impedancia conectada en estrella es Z t = V/I — 
(57,7/0° )/(8,66 /- 45° ) = 6,6 7/45° íl. La impedanria de carga en triángulo es Z A = 3Z r = 20 /45° íl. 


14-18 Un calentador trifásico de 1500 vatios, con factor de potencia unidad, y un motor de inducción 
de 5 CV, con un rendimiento a plena carga del 80 % y factor de potencia 0,85, están alimentados 
por un mismo sistema trifásico de tres conductores de 208 voltios, Determinar el valor de la 
intensidad de corriente de linea para el régimen de salida dado para el motor de 5 CV, 

Como 736 W = í CV, la salida del motor tiene (5 CV)(736 W/CV) = 3680 W. Por tanto, \% entrada que 
necesitará el motor es 3680/0,80 - ¿600 W. 

El motor es una carga trifásica equilibrada. Por consiguiente, 

eos 8, 4600 = yf (2084)(0,85), Í L = 15 A 

En el circuito equivalente monofásico el fasor inten¬ 
sidad de corriente retrasa respecto de la tensión un ángu¬ 
lo 8 y 9 = are eos 0,85 = 31,7°. Por tanto, la corriente en 
la linea del motor es I L = 15,0 0/- 31,7° A. 

En la carga de calefacción, P = v ' 3 V L I L eos 8, en 

donde 8 = 0°. Sustituyendo 1500 = v /3 (208 }1 L , I L - 4,16, 
l L = 4,16/CT A. 

El fasor intensidad de corriente total en la línea es la 
suma de los fasores de intensidad correspondientes a las 
cargas de calefacción y motor: 

1 L - 15,0 0/-31,7° + 4,17/0^ = 18,5 /—25,1° 

Por consiguiente, la corriente en cada linea es 18,5 A para 
e] régimen dado de salida del motor. 

14-19 Tres impedancias idénticas de 30/ 30° ohmios están conectadas en triángulo a un sistema trifá¬ 
sico de tres conductores de 208 voltios, siendo las impedancias de los hilos 0,8 + j0,6 ohmios. 
Determinar el módulo de la tensión compuesta entre líneas en la carga. 



Fig. 14-40 





Fig, 14-41 


Fie.14-42 
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La 


El circuito se ha representado en la Fig. 14-41 con la impedancia equivalente en estrella de 4Z. o 10/30° Q, 
impedancia de la línea está en serie con la carga y 


z*, - Z lintt + Z clfJ . = 0,8 + >0,6 + 8,66 + >5,0 = 9,46 + >5,6 - 11,0/30,6° 


Por tanto, 


_ V 120/0° 

h = — = „ Jbr:„ = io, 9 /- 30 , 6 ° 


-. q 11,0/30.6° 


U tensión en la carga es V JC - = f 10/30° )(10, 9/-3Q,6° ) = 10 9/-0,6° 

La tensión compuesta pedida es 

V L = VT(109) = 189 


Por tanto, la tensión del sistema de 208 V ha caído a 189 V a causa de ta impedancia de la linea. 

El diagrama fasorial se representa en la Fig. 14-42 con la caída en la línea V., = Z, I, - fO 8 + 
>0,6){ 10, 9/- 30,6° ) = 10,9/6,3° y V AG = V<4B + V flC . " 1 W 


14-20 Hallar, en el problema anterior, la tensión compuesta en la carga si en paralelo con ésta se pone 
un conjunto de condensadores con una reactancia de ->60 ohmios. 


Va* 


*— 

\ 

l£Q/0° 

—— 

~h 

■■■■■ 

^ -;20 

10/30° 

l 

b 

^ G 



“ G 


Tg 


Fig, 14-43 

En el circuito equivalente monofásico de la Fig. 14-43 están en paralelo ->2Q y 10/30°. 


Z, 


y _ 10/30? (->20) 

p ( 8,66 + > 5 ) - >20 

está, por tanto, en serie con las impedancias de la línea 


11 , 55 / 0 ° 

y 


Z«, = + Zp = (0,8 +>0,6) + (11,55/0?) = 12,35 /2,78° 

La corriente en la línea es, pues, 


z '«i 


120 / 0 ^ 

12,35/2,78 


= 9,7 3/-2,78° 


y la tensión en los extremos de la carga, 


V* c = Zj,l L = (11,55/0° )(9,73 /—2,78° ) = 11 2/-2,78° 

La tensión compuesta correspondiente es V L - % /T(l 12) = 194 V. 

Como ya se vio en el Capítulo 7, el factor de potencia se mejora al conectar condensadores en paralelo 
con la carga. Esto da lugar a una reducción en la caída de tensión en la impedancia de la línea, Y así, en 
este problema, la tensión del sistema ha caído a 194 voltios en Lugar de a 189, como en el Problema 14>19. 







































216 


SISTEMAS POLIFASICOS 


[CAP. 14 


Problemas propuestos 


14-21 Se conectan en triángulo tres impedancias iguales de 10 /53,1° ohmios a un sistema trifásico de tres conductores, 
240 voltios y secuencia CBA. Hallar las intensidades de corriente de línea. 

Sol. 41,6 /- 143,1 1 ; 4I,6 /-23,U , y 41,6 /96,9° A. 

14-22 Se conectan en triángulo a un sistema trifásico de tres conductores, 100 voltios y secuencia CBA tres impedan- 
cias iguales de 15,9 /70° ohmios. Hallar las intensidades de corriente de línea y la potencia total. 

Sol. 10, 9/-160°; 10,9 /-40° ; 10,9/80° A; 646 W. 

14-23 Tres impedancias de 4 2/-35° ohmios se conectan en triángulo a un sistema trifásico de tres conductores, 350 
voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente de línea y la potencia total. 

Sol. 14,4/125° ; 14,4/5/; 14,4 /- 115 A; 7130 W. 

14-24 Se une a un sistema trifásico de tres conductores, 208 voltios y secuencia CBA una carga equilibrada en estre¬ 
lla con impedancias de 6 /45° ohmios. Hallar las intensidades de corriente de línea, incluida la del neutro. 

Sol. 2 0/ — 135° ; 20 /-15° ; 20 /105° ; 0 4, 

14-25 Una carga equilibrada con impedancias de 65 -20° ohmios se conecta en estrella a un sistema trifásico de 
tres conductores, 480 voltios y secuencia CBA. Hallar las intensidades de corriente de línea y la potencia total. 
Sol. 4,26 /-7(1° ; 4,26/50°; 4,26 /IJC ; 3320 V/. 

14-26 Un motor de inducción de 37.3 kW, con un rendimiento a plena carga del 85 % y un factor de potencia 0,80, 
se conecta a un sistema trifásico de 480 voltios. Hallar la impedancia en estrella equivalente que puede sus¬ 
tituir a dicho motor. Sol. 4, 2 36,9~ 

14-27 Un motor de inducción trifásico de 186.5 kW. con rendimiento a plena carga del 82 % y un factor de poten¬ 
cia 0,75, se conecta a un sistema de 208 voltios. Hallar ¡a impedancia equivalente en triángulo que puede sus¬ 
tituir p dicho motor y determinar las lecturas con el método de los dos vatímetros. 

*>/. 4,28/41 cÚ Q; 5,58 kW; 17,15 kW. 

14-2F Tres impedancias idénticas de 9 -30 ohmios en triángulo v tres impedancias de 5 /45° ohmios en estrella se 
conectan al mismo sistema trifásico de tres conductores, 480 voltios y secuencia ABC. Hallar el módulo de 
la intensidad de corriente de linea y la potencia total. Sol. 119,2 A; 99 kW, 

14-29 Una carga en triángulo equilibrada con impedancias de 27 - ; -25 ¿ ohmios y otra en estrella equilibrada con 
impedancias de 10 /— 30° ohmios, se conectan a un sistema trifásico de tres conductores, 208 voltios y secuen¬ 
cia ABC. Hallar las intensidades de corriente de linea y la potencia en cada carga. 

Sol. 25.3 /117,4° A; 25,3 /-2,6° A; 25.3 — 122,6= A: 4340 W; 3740 W. 

14-30 Un sistema trifásico, a 100 voltios, alimenta a una carga equilibrada en triángulo con impedancias de 1 0/ -36,9° 
ohmios y una carga en estrella equilibrada con impedancias de 5 , 53.1 ohmios. Hallar la potencia en cada carga 
y el módulo de la intensidad de corriente en la línea tota). Sol. 2400 W: 1200 W; 20,8 A. 

14-31 Dos cargas equilibradas en triángulo con impedancias de 20 -60° y 18 45° ohmios, respectivamente, se co¬ 
nectan a un sistema trifásico de 150 voltios. Hallar la potencia en cada carga. Sol. 1690 y 2650 W. 

14-32 Un sistema trifásico de tres conductores, 173,2 voltios y secuencia CBA alimenta a tres cargas equilibradas 

con las siguientes conexiones e impedancias: en estrella de 10/0~ ohmios, en triángulo de 24 /90" ohmios y la 

tercera en triángulo con impedancia desconocida. Determinar esta impedancia sabiendo que la intensidad 
de corriente en la línea A, con sentido positivo hacia la carga, es 32,7 —138,1 ~ amperios. 

Sol. 18/45/ O. 

14-33 Los vatímetros situados en las líneas A y B de un sistema de 120 voltios y secuencia CBA . indican los valores 

1500 y 500 vatios, respectivamente. Hallar las impedancias de la carga equilibrada en triángulo. 

Sol. 16,3 /—4 1° fl. 

14-34 Las lecturas de los vatímetros colocados en las líneas A y B de un sistema de 173,2 voltios y secuencia ABC 
son —301 y + 1327 vatios, respectivamente. Hallar las impedancias de la carga equilibrada en estrella. 
sol. lo /-70° n. 

14-35 Hallar las lecturas de los dos vatímetros utilizados en un sistema de tres conductores, de 240 voltios, con una 
carga, conectada en triángulo y equilibrada, de 20/80° ohmios. Sol. —1710, 3210 W, 

14-36 Hay dos vatímetros colocados en Jas líneas B y C de un sistema CBA de tres conductores y 173,2 voltios, que 
alimenta a una carga equilibrada. Determinar las lecturas de dichos vatímetros si la intensidad de corriente 
de línea es = 32.7 /—41,9° amperios. Sol. 1170, 5370 W, 

14-37 Un sistema de 100 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga equilibrada y tiene dos vatímetros en las lí¬ 
neas A y B. Si I s = 10,9 /-40° amperios es la intensidad de corriente en la linea 5, hallar las lecturas de am¬ 
bos vatímetros, Sol. — 189, 835 W. 

14-38 Una carga conectada en triángulo, con Z aB = 10/30*. Z BC = 25/01 y ¿ca = 2 0/-30° ohmios, se une a un sis¬ 
tema trifásico de tres conductores, 500 voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente en las li¬ 
neas y la potencia total. Sol. 75 /90° A; 53.9 /—68,2° A; 32 /231,31 A; 42,4 kW. 
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14-39 Un sistema trifásico de tres conductores, 208 voltios y secuencia ABC alimenta a una carga en triángulo en 
que Z AB — 5 /0° , Z BC — 4 /30° , Z C/I = 6/ -15° ohmios. Hallar las intensidades de corriente de línea y las lec¬ 
turas de los vatímetros instalados en las líneas A y C 
Soi. 70, 5/99,65° A; 90.5 /-43.3» A; 54, 6/187,9° A: 13,7 kW; 11,25 kW. 

14-40 Una carga en estrella, con Z A = 3 + y0, Z & = 2 + j 3 y Z c = 2 —■ jfl ohmios, se conecta a un sistema trifá¬ 
sico de cuatro conductores, 100 voltios y secuencia CBA. Determinar las intensidades de corriente en las líneas, 

incluido eí neutro, suponiendo positivo el sentido hacia la carga. 

Sol. 19.25 /-90° A; 1 6/-26,3" A; 25,8 /176,6° A; 27,3/65.3° A. 

14-41 Se conecta una carga en estrella en que Z A = 12 /45° , Z s = 10 /30° y Z c — 8 /0° ohmios a un sistema de cua¬ 
tro conductores y 208 voltios. Hallar la potencia total, Soi, 3898 W, 

14-42 La intensidad de corriente de línea en un sistema trifásico de tres conductores, 220 voltios y secuencia ABC 
son l Á — 43,5 /116,6° , I B = 43.3 /-48° e I c - 11,39 /218° amperios. Obtener las lecturas de los vatímetros 
en las líneas (o) A y 5, (A) B y C. (c) A y C. Sol. {o) 5270, 6370 W; (6 } 9310, 2330 W; (c) 9550, 1980 W, 
14-43 Las intensidades de corriente de linea en un sistema trifásico de tres conductores, 440 voltios y secuencia ABC 
son 1^ = 19,72 /90° , l B - 57,3 /-9,9° e l c = 57,3 /189,9° amperios. Hallar las lecturas de los vatímetros en 
las lineas (a) A y B. ib) B > C. Sol. (a) 7,52, 24,8 kW; (61 16,15. 16,15 kW. 

1444 El diagrama fasorial de la Fig. 14-44 representa las corrientes de línea y las tensiones compuestas entre líneas 

de un sistema trifásico de tres conductores, 346 voltios y secuencia ABC. Si el módulo de la corriente de línea 
es 10 amperios, hallar la impedancia de la carga conectada en estrella. Soi. 2 0/90° íi. 




Fig. 14-44 


Fig. 14-45 


14-45 El circuito de la Fig. 14-45 presenta una impedancia infinita (circuito abierto) en la fase B de la carga en es¬ 
trella. Hallar el fasor tensión V OB si el sistema es de 208 voltios y secuencia ABC. Sol. 28 4/150° V. 

14-46 Un alternador trifásico con conexión Y y 440 voltios tiene un límite de 35 amperios por arrollamiento, (a) ¿Cuál 
es la potencia aparente (kVA) de régimen de la máquina? (A) Si el alternador suministra una corriente de linea 
de 20 amperios de intensidad con un factor de potencia 0,65, ¿cuál es la potencia aparente (kVA) por fase de 
Ja máquina? Soi. 26,6 kVA; 5,08 kVA. 

14-47 El sistema de corrientes de línea equilibradas en el diagrama fasorial 
de la Fig. 14-46 tiene un valor absoluto de 10 amperios y la tensión 
compuesta es de 120 voltios. Determinar las correspondientes poten¬ 
cias activa y aparente. Soi. 1,47 kW; 2,08 kVA. 

14-48 Una carga en estrella con impedancias Z A = 10/0°, Z B - 10 /60° y 
Z c — 10 / — 60^ ohmios se conecta a un sistema trifásico de tres con¬ 
ductores, 200 voltios y secuencia ABC. Hallar las tensiones en las im¬ 
pedancias de carga \ AO , V fl0 . V co . 

Soi. 173/90° V; 100/0^ V; 10 0/180° V. 

14-49 Una carga en estrella con Z Á — 1 0/—60° , Z B — 10/0° y Z c — 10 /60° 
ohmios se conecta a una línea trifásica de tres conductores, 208 voltios 
y secuencia CBA. Hallar las tensiones en las impedancias de carga. 

Sol. 208 /- 120° V; 0 V; 208 /180° V. 

14-50 Un sistema de tres conductores, 480 voltios y secuencia ABC alimenta a una carga en estrella en la que Z A = 
10/0£ , Z s = 5 /-30° y Z c - S /30 rj ohmios. Hallar las lecturas de los vatímetros en las líneas A y B. 

Soi. 8,92 kW; 29.6 kW. 

14-51 Un sistema de tres conductores. 100 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga con conexión Y en la que 
Z A = 3 + yO, Z B = 2 + y3 y Z t - — 2 - yl ohmios. Determinar las tensiones en las impedancias de la carga. 
Sol. 31,6 /-67,9° V; 84.3 /42. T V; 68.6/123.8° V. 

14-52 Tres impedancias idénticas de 15/6CF 1 ohmios se conectan en estrella a un sistema trifásico de tres conductores 
a 240 voltios. Las lineas tienen entre la alimentación y Ja carga impedancias de 2 + y'l ohmios. Hallar el mó¬ 
dulo de la tensión compuesta en la carga. Soi. 213 V. 

14*53 Repetir el Problema 14-52 para impedancias en estrella de 15 / — 60° ohmios y comparar los resultados dibu¬ 
jando el diagrama fasorial de tensiones. Soi. 235 V. 



































Capítulo 15 


Análisis de las formas de onda por el método 
de Fourier 


INTRODUCCION 

Fn los circuitos estudiados anteriormente se ha considerado la respuesta en régimen permanente 
a ex^cfon^de forma constame o senoidal. En tales casos, la función de entrada viene dd^a poruña 
expresión sencilla para todos los valores del tiempo; por ejemplo a = constante en comente 


Éí — V 

U — r i 


mil 


-nana para ujuu* «vi i — * L 

sen tur en alterna, son válidas para cualquier valor de t. Figura 15-1 (a) y (b) 



Fig. 15-1 
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SERIES TRIGONOMETRICAS DE FOURIER 

Toda forma de onda periódica, esto es, aquella onda tal que/(O =/« + T) puede expresarse 
por una serie de Fourier siempre que: 

(ti tenga un número finito de discontinuidades en el periodo T, si es discontinua, 

(2) el valor medio en el periodo T sea finito, 

(3) tenga un número finito de máximos positivos y nega ívos. 

Si se satisfacen estas condiciones, que reciben el nombre de condiciones de Dirichle,, existe la sene 
de Fourier y puede escribirse en la forma trigonométrica: 

f{t) - £a 0 + flicos-í + a-¿ eos 2«¿ + a 3 cos3 w í + 

+ bisenU +rb¡íSen2 *t + basen SU + í 1 ) 
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Los coeficientes de Fourier, a y b, se determinan para cada forma de onda mediante el cálculo in¬ 
tegral. El coeficiente del coseno se obtiene multiplicando ambos miembros de (/) por eos ncot e integran¬ 
do a Jo largo de un periodo. El periodo fundamental, 27t/w, es el periodo de la serie, puesto que cada uno 
de sus términos tiene una frecuencia múltiplo entero de la fundamental. 

/(£) eos rtü>t dt = J ida eos n^t dt 4- J ai eos cosjwí dt + * • - 


+ 


I 




On eos 2 n&t dt + 

• 2 tt/m 


+ 




b i sen mt tzoaru>t dt 


+ 


¡» 2 


sen 2»t eos n*t dt + 


<*) 


X 2ít/cj 

a n COS S nwt dt 


que tiene el valor — a„. Por tanto, 


cu 


^ s* ¿TT / 4u 2 

a n — - J f{t) coaruút dt — yj f{t) eos n^t dt 
Multiplicando (1) por sen na>t e integrando en un periodo se obtiene el coeficiente del seno. 


w 


bn = 


^ 2 (* T 
= — J f{t) sen tto>É dt = y J /(í) sen n<»t 


dt 




Otra forma de hallar tos coeficientes es tomar (oí como variable y el periodo correspondiente de 
2n radianes, 

On = - | f(t) COBn^t d(<»t) (5} 

7T rt 


i 

¿>n — — j f(í) sen íiüií ¿(mí) 

ÍT rt 


w 


Los límites de integración tienen que incluir un periodo completo, pero no es preciso que sea desde 0 a T 
o de 0 a 2 jt. En lugar de esto, la integración puede efectuarse desde — Tj 2 a T¡2 o desde — n a -t-n u 
otro periodo completo que la simplifique. La constante a Q se obtiene a partir de (4) y (5) haciendo n = 0‘ 
no obstante, por ser {a 0 el valor medio de la función se puede determinar a veces por simple inspección 
de la forma de onda. La serie obtenida con los coeficientes determinados por las integrales anteriores 
converge uniformemente a la función en todos los puntos de continuidad y converge al valor medio 
en los puntos de discontinuidad. 

Ejemplo 1. 

Determinar la serie de Fourier para la onda represen¬ 
tada en la Figura 15-2. 

La onda es continua para 0 < (ai < 2ti y viene dada por 
/(/) ~ (10/2n)cor, con discontinuidades para <x>i — ntn t sien¬ 
do n = 0, 1,2,... Las condiciones de Diricblet se satisfacen 
y los coeficientes de Fourier se calculan utilizando las expre¬ 
siones (5j y (ó). El valor medio de la función es 5, por simple 
inspección; así, pues, = 5. Utilizando ahora la Ecua¬ 
ción {5), 



MÍ 


Fif. 15-2 


i f 2 vio\ , *ío r-« *, i 

~ I f — ) wí eos t Uát a(«í) — — — sen n ut H- » coa ru>t. 

r Jq \ 2 t / n z 


2ir 

O 


10 


= 2^2 t C03 n2v ~ C0S °) ” 


= 0 


para todos los valores enteros de n. 


La serie no contiene, por tanto, términos en coseno. Utilizando Ja ecuación (Ó) se obtiene 


6 * = tJ o ‘( lí)" lsen ~“' ( “ <) = 




10 


eos n «t + —s sen iwt =-— 

Ti* i 


Jo 


itn 
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Mediante estos coeficientes del seno y el valor medio la serie es 
f(t) — 5 — — sen ut — ^ sen 2 ut — i— sen 3wí — • 1 ■ 

r 2ir oír 


10 -o sen 

v ¿i n 


Los términos en seno y coseno de la misma pulsación pueden combinarse en un término único, 
seno o coseno, con un ángulo de fase. Resultan así otras dos formas posibles de las seríes trigonométricas 


f(t) - K + 2 C n cos («* É “ 

f(t) = *a 0 + 2 c m sen(««t + * m ) 


(7) 

<*) 


en las que c„ = Jal + b*, 8„ = are tg (bJa M ) y <¡>* = are tg (ajb 9 ). En (7) y {£), c„ es la ampli¬ 
tud de los armónicos y los ángulos de fase de dichos armónicos son 0 9 o <¡> n . 

EXPRESION EXPONENCIAL DE LAS SERIES DE FOURIER 

Si en tas series trigonométricas se expresan todos los términos en seno y coseno por medio de sus 
equivalentes exponenciales el resultado será una serie de términos exponenciales 

^ _ 0° , /«*“* + , /e i2t " + e“ ,2ldí \ , 

f(t) = ~¡r + ffl f -5- )+ 0,2 \ -s- ) + 


4* 


( 


e iut — e~ iut 

2T 


) + ai ( 

^ + í>s 


2 / 

i gj£ut _ j2wt 


2 / 


) 


+ 


(9) 


o bien 


m = 








(JO) 


Ahora puede definirse una nueva constante compleja A tai qu; 

Ao — ^Oto, An = ^{ttn — jh»), A-n — 4" JÓn) (II) 

con lo que (10) se transforma en 

f(t) = {• * ■ 4- A-**-'*" 4- A-ie~ M + Ao + A»e'“ : 4- A 2 e' 2 “' 4- • ■ ■} (12) 

Para obtener los coeficientes A B se multiplican ambos miembros de (12) por y se integran en 
un periodo completo: 

>*2ir 

I f(t)e~ inot d(a) = ••• 4- I A- z e- i¿ut e~ iwit d(wí) 4- I A-i r' -1 *-'"' d(«í) 


X Str /*2rr 

A 0 d(«t) 4-J Ate^e-^dM) 4- 


í 


i IT 


A*e ínwí e -íww{ d(a>í) + 


(IS) 


Las integrales definidades del segundo miembro de {/3) son todas iguales a cero, a excepción de 

X 2 ir 

que vale 27tA ft . Por tanto, 

i r* v 

A. = ít ) /(t) e-í—* 


o bien, en la variable t, 


(«> 


A' = f X At) dí 


De igual forma que en las integrales que se utilizan para determinar a„ y los limites de integración 
en (14) deben abarcar el período completo que interese, que no será necesariamente de 0 a 2n o de 0 a T. 
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Los coeficientes de la serie trigonométrica se deducen de los de la serie exponencial en la forma 
siguiente: Se suman y luego se restan las expresiones de A rt y A_„ dadas en {II). Así, 

Ab H' A - n “ 4 j&n “F ttn 4” JÓn) 


de donde 

y 

o bien 


ttn — Ah + A-n 

Ain A — n (tn J&n) 

= j(A„ A-n) 


(J5) 


US) 


Ejemplo 2. 

Hallar la serie exponencial de Fourier para Ja onda de la 
Fig. 15-3. Utilizando los coeficientes de esta serie exponen¬ 
cial obtener a„ y ¿„ de la serie trigonométrica y comparar 
con el Ejemplo i. 

En el intervalo 0 < üíí < 2n la función viene dada por 
f(t) = (10/2ti)c oí. El valor medio de la función se deduce por 
simple inspección, y vale 5. Sustituyendo/(/) en (14 1 obtene¬ 
mos los coeficientes A,. 



ut 


Fig. 15-3 


10 


Llevando los coeficientes A, a (L?¡, la forma exponencial de la sene de Fourier de la onda en cuestión es 

f(t) = ■■■ — -i" 5 -I- j 7p e iúit 4- + ••■ (17) 


-]2ir 

’1 


= 3 


. 10 


2r7l 


Los coeficientes de los cosenos de la sene trigonométrica son 

. ID . . 10 


= A„ + A_„ 


” 1 2rn 


2-(—n) 


- 0 


y los correspondientes de los senos 
b„ “ ?(A rt A_ n ) 


■ 10 \ __10 
^ ^ 2rn ^ 2r(—n) j ffít 


La sene trigonométrica no tiene, pues, términos en coseno, ya que a„ = 0 para cualquier valor de n. Los coeficien¬ 
tes de los senos valen -10/(wi). El valor medio es 5 y la serie es la siguiente: 

f(t ) 5 — “senut - i^sen2ut — sen - ■■■ 

" ¿7T <ÍjT 

idéntica a la del Ejemplo 1. 


SIMETRIA DE LAS FORMAS DE ONDA 

Las series obtenidas en el Ejemplo í contienen únicamente términos en seno sumados a una cons¬ 
tante. Otras formas de onda tienen solamente términos en coseno y, a veces, únicamente existen en la 
ggfje armónicos impares» Unto si la serie contiene senos, cosenos o ambos a la vez. Este es el resultado 
de ciertos tipos de simetría asociados a la forma de onda. El conocimiento dé lal sintel fifi (la lugar S 
una reducción de los cálculos en la determinación de las series. A este respecto, son importantes las 
definiciones siguientes: 

1. Una función f{x) es par cuando f(x) — f(-x). 

La función/(x) = 2 + x 2 + x 4 es un ejemplo de función par, ya que los valores de la función 
para x y para -x son iguales. El coseno es una función par, puesto que su desarrollo en serie es 


eos X 
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La suma de dos o más funciones pares es otra función par, y la adición de una constante no 

varía la naturaleza par de una función. , 

Las ondas dibujadas en la Fig. 15-4 representan funciones pares, siendo simétricas respec o 

del eje vertical. 





2. Una función es impar cuando f{x ) = —/(*)■ 

La función/( jc) = x + jc 3 + x* es un ejemplo de función impar, ya que los valores de ta fun¬ 
ción para x y — x son de signo contrario. El seno es una función impar, puesto que su desarrollo 
en serie es 


sen x 



z 5 

5! 


x 7 x s 
7Í + 97 


La suma de dos o más funciones impares es otra función impar, pero la adición de una constan¬ 
te destruye la naturaleza impar de la función, ya que/(Ar) no es ya igual a — El producto dedos 
funciones impares es una función par. 

Las ondas dibujadas en la Fig. 15-5 representan funciones impares. 




Fig.15-5 


Fig.15-6 


3. 


Una función periódica f{x) tiene una simetría de semionda si /(.*) — f{x + 772), siendo T el 
periodo. En la Fig. 15-6 se representan dos ejemplos de este tipo. 


Una vez establecido el tipo de simetría de una onda se llega a las conclusiones siguientes. Si la forma 
de onda es par, todos los términos de la serie correspondiente son cosenos con una constante si la onda 
tiene un valor medio distinto de cero. En consecuencia, no es preciso calcular las integrales para hallar 
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Jos coeficientes 6*. ya que no puede haber términos en seno. Si la forma de onda es impar, la serie solo 
contiene senos. La onda solo puede ser impar después de eliminar la constante, en cuyo caso su repre¬ 
sentación de Fourier contendrá simplemente tal constante y una serie de términos en seno. Si la onda 
tiene simetría de semionda, en Ja serie habrá solamente armónicos impares. Estas series contendrán 
términos en seno y coseno a menos que la función sea también par o impar. En todo caso, a n y b„ son 
nulos para n = 2, 4, ó, ... y para cualquier onda con simetría de semionda. 


Algunas formas de onda pueden ser impares o pares 
según la situación del eje vertical. La onda cuadrada de la 
Fig, 15-7 (cí} cumple Ja condición de una función par, esto es, 
/(*) =/(-*)• Si se desplaza el eje vertical hasta la posición 
de Ja Fig. 15-7(6) se obtiene una función impar en la que 
f(x) = -/(-*). Si el eje vertical está en cualquier otro punto 
que los de la Fig. 15-7, la onda cuadrada no será ni par ni 
impar y su serie contendrá senos y cosenos. Es esencial, pues, 
en el análisis de funciones periódicas la elección conveniente 
de) eje vertical para tener una función par o impar siempre 
que el tipo de onda lo haga posible. 

El desplazamiento del eje horizontal puede simplificar la 
serie que representa a la función. La onda de la Fig. 15-8(a), 
por ejemplo, no cumple los requisitos de una función impar 
hasta que se elimine el valor medio, como se observa en la 
Fig. 15-8(6). Por tanto, su serie contendrá solamente un 
término constante y términos en seno. 


O 

(a) 


m 

Fijf. 15-7 


Como el equivalente exponencial del seno es imagina¬ 
rio puro y el de coseno es reai, las consideraciones anteriores 
de simetría pueden utilizarse para comprobar los coeficientes 
de las series exponenciales. Una forma de onda par contiene 
únicamente términos en coseno en su serie trigonométrica y, 
por tanto, los coeficientes de la serie exponencial de Fourier 
tienen que ser números reales. Análogamente, una función 
impar cuya serie trigonométrica está formada por términos 
en seno tiene coeficientes imaginarios puros en su serie ex¬ 
ponencial. 


ESPECTRO DE LINEAS 




(t) 

Fig.15-8 


Se flama espectro de lineas a una representación gráfica en la que figuran todas las amplitudes de 
los armónicos. Las líneas decrecen rápidamente para ondas con series rápidamente convergentes. Las 
ondas con discontinuidades, tales como el diente de sierra y la onda cuadrada, tienen espectro con am¬ 
plitudes que decrecen lentamente, ya que sus series poseen armónicos muy altos. Sus armónicos de orden 
10 tendrán, normalmente, amplitudes de valor apreciable comparado con el fundamental. Por el con¬ 
trario, la serie de formas de onda sin discontinuidades y de aspecto generalmente suave convergen rá¬ 
pidamente a la función y basta con pocos términos para generar la onda. Esta rápida convergencia se 
hace evidente en el espectro de líneas en que las amplitudes de los armónicos decrecen rápidamente 
de manera que por encima del quinto o del sexto son ya despreciables. 

El número en armónicos y d espectro de líneas de una onda forman parte de su naturaleza y son 
invariantes respecto del método de análisis que se haga. El desplazamiento del eje al cero da a la serie 
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trigonométrica un aspecto completamente distinto y los coeficientes de la serie exponencial también 
varían mucho con dicho desplazamiento de l eje, per o siempre aparecen los mismos armónicos en las 
series y sus amplitudes, dadas por b¡ o c„ - |A„| + son constantes. 

En la Fig. 15-9 se representan la onda en diente de sierra del Ejemplo 1 y su espectro correspondien¬ 
te. Como en la serie solo existen términos en seno, las amplitudes de los armónicos c_ vienen dadas di¬ 
rectamente por b,,. 



Fig.15-9 



La serie exponencial tiene términos con pulsa¬ 
ciones +naj y — neo [véase Ec. (/7)J y el espectro se 
construye como se ve en la Fig. 15-10. La amplitud 
real de un armónico dado es ¡a suma de las dos ampli¬ 
tudes, una para +nü) y la otra para —nu>. En el espectro 
de la Fig. 15-10 aparecen líneas con amplitud IOMtt 
para n = —2 y n — +2. Sumándolas se tiene 10/2 ji 
que da la amplitud real de este armónico, lo que con¬ 
cuerda con el espectro de la Figura 15-9, 


5 


^ ■ 1 

— 1 —1_i i i 


— 1 - 1 -1->-1-1-1-1-1_I_L 

-5 -4 -3 -Z -1 0 1 2 34 3 


n 


Fig. 15-10 


SINTESIS DE ONDAS 

Síntesis es una combinación de las partes para formar un todo. En el análisis de Fourier se llama 
síntesis a la recombinación de los términos de la serie trigonométrica, ordinariamente los cuatro o cinco 
primeros, para reproducir la onda original. Con frecuencia, solo después de haber efectuado la síntesis 
de una onda nos convencemos de que la serie de Fourier expresa realmente la onda periódica de la que 
fue obtenida. 

La serie trigonométrica para la onda en diente de sierra del Ejemplo 1 con una amplitud de pico 
igual a 10 es r 


m = s 


1 ° . , 10 0 , 10 

sen coi q sen 2 íjÉ ~ ^— sen 3<*>í 

77 ¿7T üX 


Estos cuatro términos se han representado y su- 
mmin fíi 1 m Lijí. 15*¡l t y aunque el resultado no es 
un diente de sierra perfecto se vislumbra que to¬ 
mando más términos se acercaría aún más, Como 
esta onda tiene discontinuidades, su serie no 
converge rápidamente y, en consecuencia, la sín¬ 
tesis utilizando solo cuatro términos no da un 
resultado demasiado bueno. El término siguiente 
para la pulsación 4<u tiene una amplitud 10/4 n, 
que es apreciable todavía comparada con la fun¬ 
damental de amplitud lOor. A medida que se 
añaden términos en la síntesis de la onda se van 
reduciendo las irregularidades de la resultante 
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y se mejora la aproximación a la onda original. Esto es lo que quería expresarse cuando se decía an¬ 
teriormente que la serie converge a la función en todos los puntos continuos y al valor medio en todos los 
puntos de discontinuidad. En la Fig. 15-11 para 0 y 2 tt es evidente que habrá un valor 5, ya que todos los 
términos en senos son nulos en dichos puntos. Estos son los puntos de discontinuidad y eJ valor de la 

función es 10 cuando nos aproximamos por la izquierda y 0 cuando lo hacemos por la derecha’ el valor 
medio es 5, ’ 


VALOR EFICAZ Y POTENCIA 

Una onda periódica, no senoidal, de corriente al circular por una resistencia da lugar a una po¬ 
tencia que viene determinada por el valor eficaz (o valor medio cuadra tico) de la onda. En ei Capítu¬ 
lo 2 se vio que el valor eficaz de una función del tipo 

/(í) = + ai eos «t + aacos2wf + + 6, sen U + 6 2 sen2wí -f- ■ ■ • 

es 


Ftf — V(^ a o) 2 ^ "I" + ‘ ' + if>2 + * ■ ■ (i5) 

Expresando la amplitud armónica por c„ - y escribiendo c 0 para el valor medio de la Ecua¬ 

ción (/£) tendremos, 

^er = V c o + + iíj + 4c* + 

Si se considera un circuito lineal con una tensión aplicada periódica podría esperarse que la corrien¬ 
te resultante tuviera los mismos armónicos que la tensión, pero con amplitudes de valor relativo dife¬ 
rente, ya que la impedancia varía con nú). Es posible que algunos armónicos no aparezcan en la corrien¬ 
te, puesto que la resonancia paralelo da lugar a una impedancia infinita. En general, se puede escribir: 

v ~ Vo + 2 V* sen (ttwt + ^J e i = /o + 2 sen (*«< + ^„) (19) 

con los correspondientes valores eficaces 

~ + \V\+ ÍVÍ + ‘ * e l t( = \[7l + + ~ (20) 

La potencia media P (activa) se obtiene por integración de la potencia instantánea dada por el 
producto de v e i, 


V = vi = [Vo + 2 sen (««>£ + OH** + 2^ sen (n«t + *J] (j 21) 


Puesto que v e / tienen periodos de T segundos, su producto tiene que tener un número entero de pe¬ 
riodos T. (Recuérdese que para una onda senoidal simple de tensión aplicada el producto vi tiene un 
periodo mitad del de la onda de tensión.) La potencia media 


l r T 

P ~ TJ ^ ^™ sen H- [/o + 2. sen + f n )] dt 


( 22 ) 


El examen de tos términos posibles en el producto de dos series infinitas muestra que pueden ser de los 
siguientes tipos: Producto de dos constantes, producto de una constante y una función seno, producto 
de dos funciones seno de frecuencias diferentes y funciones senoidales al cuadrado. Después de la in¬ 
tegración el producto de las dos constantes sigue siendo V 0 I 0 y las funciones senoidales al cuadrado, 
con los límites aplicados, resulta ser (VJJ2) eos {tf> n - \¡>„), mientras que todos los demás productos! 
por integración en un periodo T, son nulos. En estas condiciones la potencia media 


P — Vq/q 4- iVj/icos#» + \Vzl% cosía + 4^/3 cosía + 


» i * 


{tí) 
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siendo 0„ = {<p n - VÜ el ángulo en la impedancia equivalente del circuito a la pulsación neo radianes 
por segundo y V n e /„ son los valores máximos de las respectivas funciones seno. En los circuitos de co¬ 
rriente alterna (c.a.), con una frecuencia se vio que la potencia media (activa) es P = VI eos 0, que está 

incluida en {23), ya que V es una tensión eficaz V = V mt¡ J^fl e / = /„ ^Js/2 de forma que P 
eos 0. En circuitos simples de corriente continua (ex.) la potencia es VI, incluida en (23) como V Q I 0 . 
Por tanto, la Ecuación (23) de la potencia es general, incluyendo circuitos de c.c. y de c.a, con una fre¬ 
cuencia, y también ondas periódicas no senoidales. Se observa también en {23) que no contribuyen a 
la potencia media las tensiones y corrientes de frecuencias diferentes. Por tanto, respecto de h poten¬ 
cia, cada armónico actúa independientemente. 


APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

Se ha sugerido anteriormente la posibilidad de 
aplicar los términos de una tensión desarrollada en 
serie a un circuito lineal y obtener los armónicos co¬ 
rrespondientes de la serie de la intensidad de corrien¬ 
te. Este resultado es consecuencia del teorema de su¬ 
perposición. Esto es, se puede considerar cada uno 
de los términos de la serie de Fourier como la tensión 
de una fuente independiente, tal como se ha hecho en 
la Fig. 15-12. Entonces, la impedancia equivalente del 
circuito para cada pulsación armónica se utiliza para 
calcular la corriente que corresponde a) citado armó¬ 
nico. La suma de las respuestas individuales consti¬ 
tuye la respuesta total a la tensión aplicada en forma 
de serie. 


Ejemplo 3. 

A un circuito serie RL , en el que R — 5 ohmios y L — 0,02 henrios, 
se le aplica una tensión r — 100 + 50 sen cuf + 25 sen 3 <¿>t voltios, 
siendo to = 500 radianes por segundo. Determinar la intensidad de co¬ 
rriente y la potencia media (activa). 

Se calcula la impedancia equivalente del circuito para cada pul¬ 
sación obteniéndose después corrientes respectivas. 

Para w = 0, Z = 5 y 



Fig.15-12 


ót 




M 2 H 


Fig, 15-13 


f 0 = VJR - 100/5 = 20 
Para w = 500 rad/s t Z A - 5 + ;(0,02)(500) = 5 + jlO con lo que 

d \ ^ sen _ 63,4 a ) = 4,48 sen {mt —'63,4 a ) 


Jt = 


: sen (íli/ — 0,) = 


jZ t | ... JU5 

Para 3 cü = 1500 rad/s, Z 3 = 5 + ./30, con lo que 


3 mu 


25 


W Se " (3 “'" S3 ’ = 3ÜÍ 


sen {3ü)t - 80,54°) = 0,823 sen (3w/ - 80,54“) 


La suma de las corrientes armónicas es la respuesta total pedida. 

/ = 20 + 4,48 sen (tu/ - 63,4°) + 0,823 sen <3to/ - 80,54°) 

Esta corriente tiene un valor eficaz 

/ tf = v /20 2 + 4,48 2 /2 + 0.823=72 = = 20,25 


que da lugar en la resistencia de 5 fi a una disipación de potencia 


P = Rp tí = (5)(410,6) = 2053 W 
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Como comprobación, se puede calcular la potencia media total, hallando la potencia correspondiente a cada 
armónico y sumando los resultados obtenidos. 


Para ta = 0, 

Para oí = 500 rad/s 
Para 3 íu — 1500 rad/s, 
Entonces 


P = V 0 I 0 = 100(20) = 2000 W 
P = ^V l I l eos Q t = j(50)(4,48) eos 63,4* = 50,1 W 
P = eos 0 3 = j(25)(0,823) eos 80,54° = 1,69 W 
P r = 2000 + 50,1 + 1,69 = 2052 W 


Otro método 

El desarrollo en serie de la caída de tensión en la resistencia es 

i?* = = 100 + 22,4 sen (cu/ - 63,4 a ) + 4,1! sen (3cu/ - 80,54°) 

de donde V R = ^ÍOO 2 + ¿(22,4) 2 + ¿(4,11) 3 = v J0 - 259 = 101,3 

La potencia suministrada por la fuente vale P — VjjR = (101,3) 2 /5 = 2052 W. 


La serie exponencial de Fourier se emplea de manera análoga, excepto que normalmente la im- 
pedancia del circuito es función de neo y los coeficientes de la serie intensidad de corriente l„ se pueden 
calcular a partir de la relación como se hace en el Ejemplo 4 siguiente. 


Ejemplo 4, 

A un condensador de capacidad C faradios se le 
aplica la tensión representada por la onda triangular 
de la Fig. 15-14. Hallar la intensidad de la corriente 
resultante. 

En el intervalo -/r < wt < 0, la función tensión 
vale r = + (2V m Jn)(ot t y para 0 < üíí < s, v - 

L mjI - (2 V mi Jn)tñt. Los coeficientes de la serie expo¬ 
nencial se determinan por las integrales correspondien¬ 
tes en un periodo. 

A w = ¿r/° [V m&x + {2V miíX h) u t}e-i™td(«t) 



Fig.15-14 



- (2V m(I M w t]e-Wd( u t ) 


de donde A„ 


4K„ 


n 2 n 1 


para n impar, y A„ = 0 para n par. 


La impedancia del circuito Z = 1 jjuiC puede expresarse en función de n, esto es, Z, = 1 fjtwC. Ahora bien, 


In - 


¡ . ^ ./4L max «C^ 


y la serie de la corriente es 


/ 4 V max oC\ « e*™* 

— j /_.■ . \ 2 para n impar únicamente 


La serie puede convertirse en la forma trigonométrica y hacer su síntesis para mostrar la forma de onda de la co* 
rriente. Sin embargo, esta serie es de La misma forma que el resultado del Problema 15-8, en el que el coeficiente 
A n = —j[2Vjnií} para n impar solamente. El signo aquí es negativo, indicando que la onda de corriente es el ne¬ 
gativo de la onda cuadrada del Problema 15-8 y con un valor de pico (2 
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Problemas resueltos 

15-1 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-15 y representar el 
espectro de líneas. 


T/ 





Y 





0 

-V 


r 

2r 

3r 


4 v/t- 


- uí 


■ ■ I - -^-y- 


Fig.15-15 


123456789 

Fig.15-16 


En el intervalo 0 < cuí < ji,/(í) = V\ para jt < tut < 2n,f{t) = — V. El valor medio de la onda es cero; 
en consecuencia, üq/2 = 0. Los coeficientes de los cosenos se obtienen haciendo la integral correspondiente 
en un periodo con las funciones en la forma siguiente: 

a n — V coa %utd{ut) + J' (—V) eos íkjí <¿(uí)J- = ^“|^ sennwí J " |j^ sen nwtj J. 


= 0 


para todos los valores de n 


Por consiguiente, la serie no contiene términos en coseno. Análogamente, para los términos en seno, los coe¬ 
ficientes son 

■2ir 


fr- - 


Mí 

■ 7{[-Í““T * [í 


V sen rwt d(ut) + 

eos nwt 


J" (—V) sen muí d(«t} 

fM 

coa ««í > 


2V 


= —coa «v + eos 0 + cosn2r — eos mr} - —(1 - eos »jt) 

m' 

Por tanto, b„ = 4Vfnn para n = 1, 3, 5.y ó. = 0 para n = 2, 4, 6, ... El desarrollo en serie de la onda 

cuadrada es 

iV 4V 4V 

f{t) = -— sen ut + -r~ Sen Sut + sen E>ut -I- ■ > ■ 

r ar ow 

Et espectro de lineas de esta serie es el representado en la Fig. 15-16. La serie contiene solamente términos en 
seno de armónicos impares, lo que se podría haber deducido sin más que examinar la simetría de la forma de 
onda. Como la onda de la Fig. í 5-15 es impar, su serie contendrá únicamente términos en seno y, puesto que 
tiene también simetría de semionda, solo habrá armónicos impares. 


15*2 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda triangular de la Fig. 15-17 y representar el 
espectro de líneas. 



Fig. 15-17 


Fig. 15-18 
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La onda es una función par, puesto quc/{r) = /(-/), y suprimiendo el valor medio y/2 tiene también 
simetría de semionda, esto es, f{¡) = + t¡2). En el intervalo < at < 0, f{t) = V + {Vfnfat: para 

0 < m < n f(i) = V — (F/rrkoí. Como las formas de onda pares solo tienen términos en coseno, ¿ - 0 
para todos los valores enteros de n, n 


a n = 


f 1 [F 4- (Wir}<i)<] cosíuúí d(wt) + i f [V — (VYttJíiií] cosíitoí rf(ufc) 

“'-f w 

~ co3 tUiit d(ufc) H- ^ ~ coa Ttuí d(oí) — ^ cosnwt 

«T 

- 1 


■ 5 © 


* eos TUiit + — sen nu> t 

n 


{eos 0 


t ¿ n 


eos 


^jCOsrtof + sen nwt 
2V 


Á V 

(—7iir) — coa nv + eos 0} = U “ C03 n Jr) 


Como predice la simetría de semionda, la serie solo tiene términos impares, ya que a ñ — 0 para n — 2, 4, 6, 
Para n = 1, 3, 5. a n ~ 4y/n 2 n 2 . Por tanto, la serie de Fourier pedida es 


ttt x _ V iV 4V „ 4 y 

2 + ir 2 C0Swí + (3^2 COb3wí + (g^j2Cos5wí + 


Los coeficientes disminuyen como 1 ¡n* y, por tanto, la serie converge más rápidamente que la del Problema 15-1. 
Este hecho se hace evidente en el espectro de la Figura 15-18. 

15-3 Hallar la serie trigonométrica de la onda en diente de sierra de la Fig. 15-19 y dibujar el espec¬ 
tro de líneas, F 




Fig. 15-19 


Fig. 15-20 


Por simple inspección se deduce que el valor medio de la onda es cero y que se trata de una onda impar. 
En consecuencia, la serie solo contiene términos en seno. En el periodo de -n a +* la onda viene dada por 
la expresión/(O = {V¡n)a>t, por Jo que utilizaremos estos límites para el cálculo de la integral correspondien- 

1 C ^ 

bn = — i (y/ffjwí sen nwt dfat) — X 


—g seriTiuf — — cosíUdi 


£jí 

n 


T 


2V. 

- — (eos t¡f) 


La función eos nn es positiva para n par y negativa para n impar, con lo que el signo de Jos coeficientes es al¬ 
ternativamente positivo y negativo. 


/(t) = — {sen ut — £ sen 2wt + £ sen 3ut — £ sen 4ut + ■ • ■} 

Los coeficientes disminuyen como l/n y, por consiguiente, la serie converge lentamente, lo cual se ve en el es¬ 
pectro de la Fig. 15-20, Excepto en lo que se refiere al desplazamiento del eje al cero y al término medio, la 
forma de onda es idéntica a la del Ejemplo 1. Si se comparan los espectros de las Figs. 15-20 y 15-19 se obser¬ 
vará su semejanza. 


15-4 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-21 y dibujar el 
espectro de líneas. 

En el intervalo 0 < oh < K,f{t) — [V/nkol, y en n < u>t < 2jt, f{i) = 0, El valor medio, por simple ins¬ 
pección de la onda es V/4. Como la onda no es ni par ni impar, la serie contendrá senos y cosenos. En el in¬ 
tervalo de 0 a a, se tiene 
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15*5 



i v 


ut 


Jj-J I i 


n 


1 í'r~ 

'n = - ( (V/ir)tit coa nwí d(ut) — -L 

v jt 2 (_n 2 


Cuando n es par, (eos nn ~ 1) = 0 y o, = 0. Cuando n 


™ I sen nuí ¿(^í) — 

^ ^ 7T 2 


12 3 4 5 (t t a“ fl” 

Fig. 15*22 


, , ut "] r F 

cosn^í + ~senn«t = ^(eosnr-I) 

0 

es impar, a, = -2r/(7iV). Los coeficientes b. son 


1 <jí 

—2 sen Tiut — — eos nut 
n* n 


El signo cambia con b. = - 


-Jo 


jríl 


{coa n¡r) 


V¡nn para n par y b m = + V/nn para n impar. La serie de Fourier pedida 


a es 


fiñ _ V 2V . 2F 2V 

J{t ) - t — eos ut — coa 3wí - t^WcosBwí - 


<3r)2 


(5^)2 


, V . V V 

+ r ^en 2wí + — sen 3túí — * ■ • 


Las amplitudes de los armónicos pares vienen dadas directamente por los coeficientes b„ puesto que no 
hay términos en coseno pares. Sin embargo, l as amplitudes de los armónicos impares han de calcularse utilizando 
C " = Ja 2 K + bl Por consiguiente, c, = JdVin 1 ? + (V/n) 2 = (0,377)K Análogamente, c 3 = (0,109 )V y 
c i = (0,064 )y. El espectro de lineas aparece representado en la Figura 15-22. 


Hallar la serie trigonométrica de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-23 y dibujar 
tro de líneas. J 3 


su espec- 



La onda no presenta simetría y, por tanto, es de esperar que las series contendrán senos y cosenos. Como 
el valor medio no se puede deducir por simple inspección, se calcula a 0 del término a^l de la serie 


a<> 


1 

TT 



sen ut d(üjí) 



2V 


A continuación, se determina a„: 




1 / ,ir 

“ 1 y sen ut coa nut rf(u¿) 

“ü 

j ~h sen ut sen vut — eos nut eosuf 

* L —n 2 +~ í " 


V 

*<1 - n 2 ) 


(eos nir + l) 
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Con n par, a„ = 2 V¡tí{\ — .rj 2 }; y con n impar, a„ — 0. Sin embargo, esta expresión es indeterminada para n = 1 
y, por tanto, hay que integrar por separado para habar 


•.i 


1_ 

ir 



sen eos ut d(ut) 


Ahora se calcula b f . 



sen 2«t d{«í) 


0 


K 


i 

r 



sen ut sen n«f d(wt) 


V 

TT 


n sen ut coa nwt — sen nut co a 
-n* + 1 


I 


= 0 


La expresión es indeterminada, como antes, para n - 1, con lo que b¡ debe calcularse por separado, 


ti 


í" V sen* ut d(ut) 



seníut"]’’ 

4 Jo 


V 

2 


Con esto, la serie de Fourier pedida es 

m - ;{ 


ff 2 2 

1+2 sen ut — - eos 2 ut — jg eos 4 ut 


35 


eos 6«í — 


El espectro de líneas de la Fig. 15-24 muestra el término fundamental y las amplitudes rápidamente decre¬ 
cientes de los armónicos superiores. 


15-6 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la 
onda senoidal rectificada que se representa en la 
Fig. 15-25, cuyo eje vertical se ha desplazado de la 
posición que tenía en el Problema 15-5. 

La función está definida en el intervalo —nc cotc O 
por/(í) = — K sen íoí. El valor medio es el mismo que en 
el Problema 15-5, esto es, a 0 = 2V/it. Para ios coeficientes 
a m tenemos 

i r° 

“ J (—V sen «i) eos «wí 



V 

r(l - n») 


(1 + coa na-) 


Para n par, a„ = 2V/n{l - n 2 ), y paia n impar, a„ = 0 excepto para n = 1, cuyo caso hay que considerarlo por 
separado. 


1 f 0 

a x — -J (—V sen u¿) coa mí d{ut) — 0 

Para los coeficientes b K resulta 

1 f° 

&„ = -’) sen wt) sen «mí ¿(ut) = 0 

— V 

También aquí esta expresión es indeterminada para n - 1; se calcula, pues, por separado, 

= i f (-V) sen* mí ¿(mí) = 

ir ,/ ¿ 


Por tanto, la serie pedida es 

V ' 


V 


2 2 2 
/(í) = — ^1 — ^ sen mí — g coa 2wí — —-cos4m£ — ggCos6uí 


) 


Esta serie es idéntica a la dd Problema 15-5, excepto el término fundamental que ahora es negativo. El 
espectro de líneas es, evidentemente, idéntico al de la Figura 15-24. 

15-7 Hallar la serie trigonométrica de Fourier para el pulso rectangular de la Fig. 15-26 y represen¬ 
tar el espectro de líneas. 


Con el eje vertical en la posición mostrada la onda es par y la serie contendrá solamente cosenos y un tér¬ 
mino constante. El periodo que se considera para el cálculo de los coeficientes es desde — n hasta +n, y la fun¬ 
ción es nula excepto en el intervalo de — 7t/6 a + ji/6. 
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—*76 


WG 


2 r 


Fig,15-26 



n 


m p ir/6 

»a = ;J ViW 

V * / -W« 


t) = 


3 ' 


4 y UT i 6 

a = i [ y eos iitít d(wí) 


2V 71TT 

— sen -g- 

ttJT 6 


Puesto que sen m.} 6 = 1/2, >/3/2, 1, ,^3/2, 1/2, 0, —1/2, .. . para n — l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ..., respectivamen¬ 
te, la serie es 


m 


= y + ^||cos«í 4 - ^~(^~)cos2 w í + l(|)cos 3 w í + (4) cos 4 «í 

*K¡) 

v 2V ¿ i 

/(t) — — + — 2 -sen(»jr/6) cosqui 

W 6 - — * « 


eos 6wí “■ ^ ( y } eos 7«t 


n 1 «=] n 


El espectro de líneas representado en la Fig. 15-27 decrece muy lentamente, ya que la serie converge muy 
lentamente a la función. Tiene particular interés el hecho de que las amplitudes de los armónicos'octavo, no¬ 
veno y décimo son superiores a la del séptimo. Con las ondas simples antes consideradas, las amplitudes de los 
armónicos superiores eran progresivamente decrecientes. 

15-8 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-28 y dibujar el 
espectro de líneas. Obtener los coeficientes de la serie trigonométrica y compararlos con los del 
Problema 15-1. 









y 





2V, 

T ~ 







4&Z 




0 


F 

2w 

| | 




-V 




■ - T 1 ■■ —i r i 

-& -4 -3 “3 - 

1 ^ 

í : 

i ¿ 3 4 5 


Fig, 15-28 Fi B* 15-29 


En el intervalo - 7 1 < wt < 0,/(f) = — V, y para 0 < m < nj{t) = V. El valor medio de la onda es cero. 
La onda es impar; por tanto, los coeficientes A„ son números imaginarios puros. 

A„ = ¡r{f + J Ve-^dluí)] 


V_ 

2 ?7 


V 


g-jnut 


r 1 

l r _ 

L í"i«) 


v y 

_ ¿0 4. ginv 4- c -jnir — e Ú) — j - Ui™ — 1} 

•a . par, e-* = T | y A, = 0, para » impar, <■'" - -1 y A. - -J{2V¡nn). La serie de Fourier pedida es 

2V 

/(í) = ■ -t- i ir: « _í3 “‘ 


91/ 
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El espectro de la Fig. 15-29 representa las amplitudes para pulsaciones positivas y negativas. Combi¬ 
nando los valores para +n y —n se tienen las amplitudes representadas para la serie trigonométrica en la Fi¬ 
gura 15-16. 

Los coeficientes de ios cosenos en la serie trigonométrica son 


y 


a 


a 


A n -|- A_ n 



0 


K = j[A n “A_ n ] 



IV 

solo para w impar 


que coincide con Jos coeficientes de la serie trigonométrica obtenidos en el Problema 15-1. 

15-9 Hallar la serie exponencial de Fourier para la onda triangular de la Fig. 15-30 y dibujar el es¬ 
pectro de líneas. 




Fig. 15-31 


En el intervalo -ir < cu/ < 0, /(r) = V + {V¡n)cot, y para 0 < (oí < n, f{t) - V — (F/irJcu/. La onda 
es par y, por tanto, los coeficientes A n son reales. Por simple inspección, el valor medio es Vj2. 


A„ = 


¿{/ 0 + <*<“*> + [y- <V/r)«í]a-i"« rf(»o| 

2^2 jj" wí d(ut) + Jf (-uí)«” ínwt ¿M) + J d(wí)| 

V ífe-iMt I 0 r e -Mwf . “I" 1 ') V , 


Para n par, e*"" = +1 y A„ = 0; para n impar, A„ = 2V/n 2 n 2 , Por tanto, la serie es 

2V 2V V 2V 2V 

no = ■■■ + + j + «!«'“' + (3^i e ' 3 "' + '•• 

El espectro se representa en la Fig. 15-31 con líneas para +n y -n, que, si se suman, da las mismas am¬ 
plitudes del espectro de la Figura 15-18. 


4V 


Los coeficientes de ¡a serie trigonométrica son 

2V , 2V 

a« = A n 4- A_ rt = ^ sol ° P ara n im P ar 

[ 2V 2V *1 

” x 2 (-it) 2 J = 0 

Estos coeficientes concuerdan con los resultados del Problema 15-2. 

15-10 Determinar la serie exponencial de Fourier para la onda senoidal rectificada que se representa 
en la Figura 15-32, 


En el intervalo 0 < cot < n, fit ) - V sen mf; y desde ir a 2a, /(/) = 0. Entonces, 
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Fig.15-32 




. ir 

2r J n 


V sen ui e _jWÍJt 


v r 

2:r [(I - 


— ?nwí 


n 2 ) 


{—jn sen uí — eos uí) 


Jo 


Fig.15-33 


V 

2^1“**) 


-f i) 


Para n par, A„ = V/it{ 1 - n 2 ); para n impar, e = - i y A. = 0. Ahora bien, para n = ±1 la ex¬ 
presión de A„ es indeterminada. Puede aplicarse la regla de L'Hópital, esto es, se derivan numerador y deno- 
ininsdor respecto de n y, después, se hace que w tienda al, en estas condiciones, A j J (P74) y A_ | j{ E/4). 

El valor medio es 


- L J 0 

La serie exponencial, por tanto, es 
m = ... - ^ - 3jr 


V sen ut d(uí) — 2 Z 


— eos 


ITT 

“‘i 


V 

V 


V V V V , 

_ — e —j2o>r -). j — e -jut + — — j — c ;iJt — — e :2ut 
° 4 a- 4 


V 

3- 


I5r 


_ 


Es interesante observar que solo hay dos coeficientes imaginarios en la serie, para n = ±3, y que el coeficien¬ 
te del seno en la serie trigonométrica del Problema 15-6 es b¡ = j[Aj — A_ j] — ]\_^j{Y! 4) j( 4)1 — iY- 
El espectro de líneas de la Fig. 15-33 representa las amplitudes de los armónicos de la onda y debe com- 

pararse con la Figura 15-24, 


15-11 Hallar la ponencia media (activa) disipada en una resistencia R = 10 ohmios si la corriente 
tiene una intensidad r = 10 sen ojí 4- 5 sen 3tní -I- 2 sen 5 cjL 


La corriente tiene un valor eficaz í z( — ^/^(ÍO) 2 + ¿(5) 2 4* í(2) 2 — s/64,5 — 8,03. La potencia media 
es, pues, P = RI 2 = (10}(64,5) ~ 645 W. 

Otro método. 

La potencia total es la suma de las potencias de los armónicos y viene dada por eos 9. Ahora 

bien, la tensión en bornes de la resistencia y la corriente están en fase para todos ios armónicos y 8, - 0. Por 

tanto, 

Vr = Rí = 100 sen ü)í 4* 50 sen 3wí + 20 sen 5tuf 
y P = ¿(10)(100) + i(5)(50) + j{2)(20) - 645 W. 

15-12 Hallar la potencia media suministrada a un circuito si la tensión aplicada y la corriente resul¬ 
tante son 

v = 50 + 50 sen 5 x 10 3 í + 30 sen 10*f + 20 sen 2 x 10 4 / 

i = 11,2 sen (5 x 10 3 r + 63,4°) + 10,6 sen (10 4 í + 45°) + 8,97 sen (2 x 10 4 r + 26,6°) 

La potencia media total es la suma de la potencia de los armónicos. 
p _ 4(50)01,2) eos 63,4- + ¿(3Q)( 10,6) eos 45° 4- ¿(20)(8,97) eos 26,6° ~ 317,7 W. 
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15-13 Obtener las constantes del circuito serie de dos elementos con la tensión aplicada y la corrien¬ 
te resultante dadas en el Problema 15-12. 

La serie de la tensión tiene un término constante igual a 50, pero no existe un término correspondiente 
en la serie de intensidad de corriente, lo cual quiere decir que uno de los elementos ha de ser un condensador. 
Puesto que se suministra potencia al circuito, el otro elemento tiene que ser una resistencia. 

La intensidad eficaz es / = v ^n,2) 2 + ¿(10,6) 2 + ¿(8,97) 2 = 12,6. 

La potencia media es P = RI 2 , de donde R = P/1 2 = 317,7/159,2 = 2 Q. 

Para w = 5 x 10 3 , |Z| = l rai /í mi - 50/11,2 = 4,47. Como |Zj = ^R 2 + X¡ ] a reactancia capacitiva 

65 x c = \/(4,4-7) 2 - 4 = 4 0. Por otra parte, X c = l/{tuC), de donde C = l/faOV) = 1/(4 x j x 
ÍO 3 ) = 50 pF. 

Por tanto, los dos elementos son una resistencia de 2 Q y un condensador de 50 de capacidad. 

15-14 La onda de tensión de la Fig. 15-34 se aplica 
a un circuito serie de R = 2000 ohmios y 
L = 10 henrios. Utilizando la serie trigono¬ 
métrica de Fourier, obtener la tensión en bor¬ 
nes de Ja resistencia. Representar el espectro 
de líneas de la tensión aplicada y para mos¬ 
trar el efecto de la autoinducción en los ar¬ 
mónicos. úí — 377 radianes por segundo. 



La tensión aplicada tiene un valor medio el mismo que en el Problema 15-5. La función de onda 

es par y, por tanto, la serie solo contendrá términos en coseno, cuyos coeficientes se obtienen de la siguiente 
integral: 




1 

TT 



300 eos ut eos tují cf(yt) 


600 


coa nsr/2 


La función eos n %¡2 toma el valor -1 para n = 2, ó, 10_y +1 para n = 4, 8, 12, ... Para n impar, eos 

«tt/ 2 = 0. Sin embargo, para n — 1 la expresión es indeterminada y el coeficiente ha de calcularse por separado. 

„ - 1 C n íjí - 300 fot sen 2«rF' 2 300 

<Li — — i 300 cos ¿ at a(b}t) = - — + —= —r— 

vJ ~n/2 * L2 4 _U /2 2 


La serie de la tensión es, pues. 


v 


300 . , , , 2 _ , 

= —- U + - eos «í + ñ coa 2«t — 


coa 4 uí + ^ coa 6uí — 


-} 


La impédancia total del circuito serie 
Z = R + jrmh se calcula para cada armó¬ 
nico de la expresión de la tensión. El resul¬ 
tado figura en la tabla adjunta. 

Los coeficientes de los términos de la se¬ 
rie de intensidad de corriente son los de la serie 
de tensión divididas por Z, y los correspon¬ 
dientes términos de corriente están defasados, 
en retraso, un ángulo 0. 


n = 0, J Q 


n 

nw 

R 

ttuL 

[21 

í 

0 

0 

2 kQ 

0 

2 kQ 

0 a 

1 

377 

2 kQ 

3,77 kQ 

4,26 kQ 

62 ° 

2 

754 

2 kQ 

7.54 kQ 

7,78 kQ 

75 , 1 ° 

4 

1508 

2 kQ 

15,08 kQ 

15,2 kQ 

82 , 45 ° 

ó 

2262 

2 kQ 

22.62 kQ 

22,6 kQ 

84 , 92 ° 


300 /ti 
2 kQ’ 


n = 1, 


300/2 
4,26 kO 


eos (c ot — 62°); 


h *= 


600 / 3 ti 
7,78 kQ 


eos ( 2 íur - 75 , 1 a ); etc. 


n = 2 




















236 


ANALISIS DE LAS FORMAS DE ONDA POR EL METODO DE FOURIER 


[CAP, 15 


La serie de intensidad de corriente es, por tanto, 

300 300 ___ 600 




+ 


2 kfi n (2)4,26 kfi C ° S 62 1 + 3 jt( 7,78 kfi) 


600 


eos (4 oj t - 82,45*') + 


eos (2 ü)í — 75,r) 
600 


1 5jt(1 5,2 kfi) ' ' # ' 35je(22,6 kfi) 

La tensión en bornes de la resistencia de 2 kfi es, sencillamente, í( 2 kfi) o bien 


eos (6to/ - 84,92°) - 


v K = 95,5 + 70,4 eos (i oí - 62°) + 16,4 eos (2eo/ - 75,1°) 

- 1,67 eos (4ítw - 82,45°) + 0,483 eos (6 <ot - 84,92°) 

En la Fig. 15-35 el espectro de la tensión aplicada y v R muestra claramente cómo han sido reducidas las am¬ 
plitudes de los armónicos por la inductancia en serie de 10 H. 


300/ír 



300 /t 


0 

L-| 

— 

-1-1--1 ■ t-i- Ti 0 



(a) 


r -- 

7 


(*) 


n 


Fig. 15-35 


15-15 La corriente en una bobina de autoinducción L = 0,01 henrios tiene la forma de onda dada 
en la Fig. 15-36. Obtener la serie trigonométrica de v Ll tensión en bornes de la bobina, co = 500 
radianes por segundo. 



El valor medio de la intensidad de corriente es cero y la onda es par. La serie, pues, solo contiene térmi¬ 
nos en coseno. En el intervalo -je < g>/ < 0, i - 10 + (20 /n)a>r, y en el intervalo 0 < tur < je, / — 
10 - (20/je )o>/. 

<r„ — — "í ( [10 -f (20/ir)wí] coa nwt d(ut) 4- C [10,— (20/t)wí| eos jiwí 

r IV-*- 


40 

7T 2 Ti 2 


80 


(1 — COflttfl-) " ’ i-ti 2 SO '° P ara n ' m P ar - 


La serie de la corriente es 
80 


1 


1 


i — —» i eos tít + ñ coa + St eos but + —t coa 7«t + 


25 


40 


La tensión en bornes de la bobina es 

v l ^'dt ~ 0,01 ^” 2 ^ ^{coswí + ^ coa 3«t + ¿ eos 6wi -F •**} 

= {— sen ut - ¿sen3uí - | sen 6w( - ^sen7ut - 


La forma de onda podrá obtenerse por síntesis, pero esta serie difiere de la del Problema 15-1 en un signo 
menos. Así, pues, t L es una onda cuadrada y es.la opuesta de la onda de la Figura 15-15. 
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/ 


15-16 Sintetizar la forma de onda dada cuya serie trigonométrica de Fourier es 

gy 

/(*) = LJl TXÍ s ? r !“í. — £ sen 3oí 4- ¿sen6«£ — ¿scn7oí + 

15-17 Sintetizar la forma de onda cuyo desarrollo de Fourier es 

- > 

40 

/(í) = 6 -~ —j (coa ut + ¿ coa 3oí + ¿y eos 5oí -|- ' 1 ‘) 

20 , 

+ “(sen oí — -J sen 2 w f + ¿ sen3ut — ¿sen4oí -F •■■) 

15-18 Sintetizar la forma de una onda cuya serie de Fourier es 

f(t) = ^ coa u t — "Cos2wt + ^cos3«t — ^-cos4oí — 

12 4 1 

+ + j sen oí — — sen2ot + y^senioi — • * • > 

15*19 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda en diente de sierra representada en la Fig. 15-37 y dibujar 
el espectro de líneas. Compárese con el Ejemplo 1. 

V V 

Soí. f(t) = y + “(senoí + % sen 2ot + £ sen 3oí + "■} 


coa 6ot 




■ íút 


15-20 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda en diente de sierra de la Fig, ] 5-38 y dibujar su espectro 
de lincas. Compárese con el resultado del Problema 15-3. 


SoL f(t) = 


-IV 


{sen ut + ^ sen 2ut + £ sen 3o i -I- ¿ sen 4oí + • ■ •} 


15-21 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-39 y dibujar el espectro de líneas 
correspondiente. 


Soí. 


AV 


/(í) — -^2 {eos ut + -jj¡- eos 3ot + coa 6ot + ■**} 


2V 


— —- {sen uf + ¿ sen 3«í + ¿ sen Bwí + ■ ■ •} 




V 







1 


0 

— 1/- 


i - - 

r 

1 

2r 


r 




■ oí 


Fig.15-40 

15-22 Escribir la serie trigonométrica de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig. 15-40 y dibujar su es¬ 
pectro de lineas. Compárese con el resultado del Problema 15-1. 

— {eos oí — ^ eos 3wt + eos 5o£ — j- coa 7oí + * ■»J 


So!. /(í) 
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15-23 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de las formas de onda representadas en Las Figs. 15-410) y ( 6 ). Dibu¬ 
jar el espectro de líneas de cada una y comparar los resultados. 


Sol. 


fi(t) = 
ftW = 


12 

50 


+ 


+ ^(l-co«g Jsennwi 


0 


+ sK 1 

^ COS n«í + ^ ^1 — C05 Sen Kwíj" 


,«110/ tl5r 
+ z i — sen — 5 — 

«»i wv 3 


10 


10 




r/I2 


0) 


5r/3 2 ut 


( 5 ) 


Fig.15-4í 


üí 


15-24 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-42 y dibujar su espectro 
de líneas. Comparar el resultado con el de los Problemas 15-5 y 15-6. 


Sol . f(t) = 


V 2 2 2 

— i l + í eos ut -F ñ eos 2 ut — jg coa 4 ut + — eos 6wt — ■ ■ ■ 


35 



t'j 



Fig. 15-43 

15-25 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-43 y dibujar c! espectro 
de lineas. 


Sol. 


zv 

f(t) — — (1 + $ cos 2 <ii t — coa4ii)t + 0 eos 6 wt — ■ ■ *} 


15-26 La onda de la Fig. 15-44 es análoga a La del problema anterior, pero con el eje vertical desplazado. Hallar su 
desarrollo en serie de Fourier y comparar los dos resultados. 


Sol. f{t) ~ — {1 - | coa Zut — ^ cos 4«t — & coa 6 «t — ■ ■ ■} 

IT 






15-27 Determinar la serie de Fourier dé la onda representada en la Figura 1545. 

V V “ y 

Sol. f{t) = ^ — jjrcoswí + 2^ ^jTT^íjícoa n»- + ri senrnr/2) cosmit 


+ sen wí + 


-S r-nV cosmii t / 2 - | 

Ja L ",a- - 1 sen nMÍ 


ni) J 
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15*28 Determinar la serie de Fourier de la onda de la Fig. 15-46. Sumar esta serie con la del Problema 15-27 y com 
parar la suma can las series obtenidas en el Problema 15-5. 


Sai. f[t) 



V 

— eos ut + 


^ V[n sen *W2 - 1] 
— 1) 


eos nut 


+ -r- sen <j t + 

4 


V Vn eos wW2 
*=2 «-(I — n*) 


sen ntót 




Fig. 15-46 


Fig.15*47 


15-29 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda de la Fig. 15-47 y representar el espectro de líneas. Convertir 
los coeficientes obtenidos aqui en los coeficientes de la serie trigonométrica, escribir la serie trigonométrica y 
compararla con el resultado del Problema 15-4. 

~ i h , ‘ aM ~ (¿~ ’h) + i 

15-30 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-48 y dibujar su espectro de lineas. 



Sol. /(i) 




15-31 


Escribir la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-49 y representar su espectro de lineas. 
Sumar las series exponenciales de los Problemas 15-29 y 15-30 y comparar la suma con la serie aquí obtenida 


soi. m 



+ j —e _ f aiut 


+ 


j - + 

v 


1 

2 


■j — etwi 




15-32 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda en diente de sierra representada en ia Fig. 15-50 y dibujar su 
espectro de líneas. Convertir los coeñcientes obtenidos aquí en los de la serie trigonométrica, escribir ésta y 
comparar el resultado con la serie obtenida en el Problema 15-19. 

Sol. f(t) - V 


+ 7¿«' ,Z4,í + ** + \ ~ 


- 

* 2r J ~ 


4r 




Fig. 15-50 


Fig.15*51 
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15-33 Hallar la serie exponencial de la onda representada en la Fig. 15-52 anterior y dibujar su espectro de líneas. 
Convertirlos coeficientes de la serie trigonométrica calculados en el Problema 15-20 en los de la serie expo¬ 
nencial y compararlos con los coeficientes de la serie aqui obtenida. 

Soi. f(t ) = yj... _ j2- e -i2at — -j- t -|- j -L 4 . 

[ ¿TT * V 2a- 

15-34 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-52 y dibujar su espectro de 
líneas. Convertir los coeficientes a coeficientes de la serie trigonométrica, escribir esta serie y compararla con 
la obtenida en el Problema 15-21. 




15-35 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig. 15-53 y dibujar su espec¬ 
tro de líneas. Convertir los coeficientes de la serie trigonométrica del Problema 15-22 en los de la serie expo¬ 
nencial y compararlos con los obtenidos aquí. 

2V 

Sol. f(t ) — —{■*• + + e - )"* 4 - gwi — 4 . «t _ . ,.j 


15-36 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-54. Dibujar el espectro de lineas 
correspondiente. 


Sol. 


m = 


v\ 


-*/G 


r/6 


“ 7 se ” (f) ‘~ M + J 


e j 2 L*í 4 ,. 


Z-j 


Fig-* 15-54 



15-37 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-55. Convertir estos 
coeficientes en los de la serie trigonométrica y compararlos con los resultados del Problema 15-24, 


Sol. f(t) 


V V V 

- + - e -J 2 ut -L jwí 

l&r 3, w ^4 





y 

4 . 

lOfl- 


15-38 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda recti¬ 
ficada de la Fig. 15-56 y dibujar su espectro de líneas. 


Sol. /(() 


2V 

15t 




+ 2V gm , }iat 
3ir 


+ 


2V 

r 


+ 


2V 

3* 




2V 

l&r 




+ ■■■ 



Fig.15-56 
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15-39 Determinar la tensión e intensidad de corriente eficaces y la potencia media (activa) suministrada a un circuito 
pasivo si la tensión aplicada es v - 200 + 100 eos (500/ + 30 a ) + 75 eos (1500 + 60°) voltios y la corriente 
/ = 3,53 eos (500/ + 75°) + 3,55 eos (1500 + 78,45°) amperios. Sol. 218.5 V; 3,54 A; 250,8 W. 

IS40 Se aplica una tensión ^ = 50 + 25 sen 500/ + 10 sen 1500/ + 5 sen 2500/ voltios a los terminales de un cir- 
cuito pasivOj siendo la intensidad de la corriente que resulta 

~ 5 + 2,23 sen (500/ - 26,6°) + 0,556 sen (1500/ - 56,3 r > + 0,186 sen (2500/ - 68,2°) 

Calcular Ja tensión eficaz, la intensidad eficaz y la potencia media (activa). Sol. 53,6 V; 5,25 A; 276,5 W. 

15^41 Un circuito de tres elementos en serie, R = 5 ohmios, L = 0,005 henrios y C = 50 mícrofaradios, tiene apli¬ 
cada una tensión v — 150 sen 1000/ + 100 sen 2000/ + 75 sen 3000/ voltios. Calcular la corriente eficaz y la 
potencia media (activa) del circuito. Dibujar los espectros de lineas de la tensión y de la corriente y observar 
el efecto de la resonancia serie, Sol. 16,58 A; 1374 W. 

1S42 Por un circuito serie de dos elementos con R - 10 ohmios y L = 0,02 henrios circula una corriente i = 5 sen 
100/ + 3 sen 300/ + 2 sen 500/ amperios. Hallar la tensión eficaz aplicada y la potencia media (activa), 

Sol. 48 V; 190 W. 

15-43 Una bobina pura de autoinducción L = 0.0J henrios tiene una onda de corriente triangular. Fig, 15-57. con 
= 500 radianes por segundo. Escribir la serie exponencial de Fourícr de la corriente y hallar la serie repre¬ 
sentativa de la tensión v L en bornes de la bobina. Compárese el resultado con el del Problema 15-8. 

r' i 200 

V L — {■* * — 4 4- -j- 



ío ! v 



f 

1 





*j 

-lO-i 

r 

- r - 

2 t 



Fig.15-57 Fig,15-58 

15-44 A una bobina pura de autoinducción L = 0,01 henrios se le aplica una tensión cuya forma de onda se ha di¬ 
bujado en la Fig. 15-58, siendo w = 200 radianes por segundo. Obtener la serie de la comente en forma tri¬ 
gonométrica e identificar su forma de onda. 

20 

So!. i = {sen«( - £sen3wi + ¿sen5wí - ¿sen7«t + •■•) 


■ V 

15-45 La onda de la Fig. 15-59, senoidal rectificada por com¬ 
pleto, representa la tensión aplicada a un circuito LC. 

El valor máximo de la tensión es 170 voltios y w = 377 
radianes por segundo. Utilizando la serie trigonométrica 
de Fourier, hallar la tensión en la bobina y en el conden¬ 
sador. Representar el espectro de líneas de cada una. 

15-46 Un circuito de tres elementos está formado por una resistencia R = 5 ohmios en serie con una combinación 
en paralelo de L y C, Para tu = 500 radianes por segundo, las reactancias correspondientes son J2 y ~y8 ohmios. 
Hallar la corriente total si la tensión aplicada es v = 50 + 20 sen 500/ + 10 sen 1000/ voltios 
Sol, i = 10 + 3,53 sen (500/ - 28,1°) A. 


















Capítulo 16 


Régimen transitorio en circuitos 


INTRODUCCION 

Cuando se hace pasar a un circuito de una condición a otra, sea por un cambio en la tensión apli¬ 
cada o por una modificación de uno de sus elementos, se produce un periodo de transición, durante el 
cual, las corrientes en las ramas y las caídas de tensión en los elementos varían desde sus valores ini¬ 
ciales hasta otros nuevos. Transcurrido este periodo de transición, llamado régimen transitorio, el cir¬ 
cuito pasa al estado o régimen permanente. 

Aplicando la segunda ley de KirchhoíT a un circuito que contenga elementos que almacenen ener¬ 
gía resulta una ecuación diferencial que se resuelve por los métodos conocidos. La solución está forma¬ 
da por dos partes: la solución de la ecuación homogénea o función complementaria y una solución par¬ 
ticular de la ecuación completa. En el sistema de ecuaciones de análisis de circuitos, la función com¬ 
plementaria tiende a cero en un tiempo relativamente corto y es la parte transitoria de la solución. La 
solución particular es la respuesta en el régimen permanente, que hemos estudiado en los capítulos an¬ 
teriores. Los métodos aplicados en este capítulo por los cuales se obtiene la solución particular son, 
generalmente, largos y engorrosos y nunca tan directos como los ya utilizados. Sin embargo, la apli¬ 
cación de dichos métodos permite profundizar en el sentido físico de la respuesta en régimen perma¬ 
nente como parte de la respuesta completa. 


Régimen transitorio en corriente continua 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL 

El circuito serie RL de la Fig. 16-1, al cerrar el interruptor, 
$e le aplica una tensión constante V. La segunda ley de Kirchhoff 
conduce a la ecuación diferencial. 

« + L ti = v w 

Utilizando la notación del operador D = djdl y despejando V/L 
se tiene 



La ecuación (2) es una ecuación diferencial lineal de primer grado 



Fig . 16-1 


^ — ay — % o bien 


(D-a)y = % 


( 3 ) 


siendo D = d/dx, a una constante y (ft una función de x, pero no de y. La solución completa de (J) está 
formada por la función complementaria y la solución particular, y es 


V - V c + V p 


ce ax + e a 


s 


}~QX 


% dx 


( 4 ) 


en donde c es una constante arbitraria determinada por las condiciones iniciales del problema. Según 
la solución de (2) es 

¿ _ ee -(B/L) t + e -lRtLH jj dt - ce’ ili/Lit + (5) 
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Para hallar la constante c hacemos i = 0 en (j) y sustituimos la comente i por su valor inicial L 
Esta comente inicial es la comente inmediatamente después de cerrar el interruptor. La autoinducciót 

está relacionada con !a tensión y la corriente por las expresiones v = L e i — ¿J v dt. La se- 

nos d * ce S ue cualc ! uier¡1 que sea la tensión aplicada, la corriente que circula por una 
bobina ha de ser una función continua. Por tanto, si la corriente es cero para , = 0- tiene que ser 
nula para / - 0 + . Sustituyendo en (5) se tiene ’ q 

= 0 = c( 1) + V/R o bien c = -V/R (6) 

y llevando este valor de c a (5) resulta 


i — 


R 


(RiL)t 


4 = 


R 


(1 


ÍR/Dt 


) m 



Esta ecuación representa un crecimiento exponencial, como 
se observa en la Fig. 16-2. El gráfico muestra el periodo de 
transición durante el cual pasa la corriente desde su valor ini¬ 
cial nulo hasta e! final V¡R del régimen permanente. 

La constante de tiempo r de una función como la definida en (7) es el tiempo para el cual el expo- 
neme de e es igual a la unidad. Asi, para el circuito RL t % - L/R segundos. Para 1 i la cantidad dentro 

en (7 t ' ma 1 e ‘ valor í l - e ~'> = - 0,368) = 0,632. Para este tiempo, la corriente 

6 h 2 Á á A SU Va ? r fina ' De Iguai forma ’ para 2 0 - e~ l ) - U - 0,135) = 0,865, y la corriente 

es el 86,5 % de su vqlor final. Después de 5 t, generalmente, se considera terminado el régimen transi¬ 
torio. Por conveniencia, la constante de tiempo es la unidad que se utiliza para representar gráficamente 
la corriente dada por la ecuación (7). 

Otro ejemplo puede ser la caida exponencial, repre¬ 
sentado en la Fig. 16-3 con la siguiente ecuación: 


f(t) = Ae~ 


ÍÍÉ 


<*) 


en donde la constante de tiempo, con la definición dada, 
es t - l/a. Para el valor Ite' 1 - 0,368 y la función ha¬ 
brá caído al 36,8 % de su valor inicial A. Para 2 x, e~ 2 = 

0,135 y la función es el 13,5% de A. Después de 5 t se 
considera terminado el régimen transitorio. 

L.a iCusiun iraiisuona en ios elementos oei circuito KL, se obtiene a partir de la corriente. En estas 
condiciones, la tensión en bornes de Ja resistencia, 



v R = Ri = V(1 - 


y en bornes de la bobina 


v. 


di 

dt 


4 fr * 


Y e ~ (R/LX 


<») 


m 


La tensión transitoria en la resistencia es una expo¬ 
nencial creciente con la misma constante de tiempo que la 
corriente, mientras que en la bobina es una exponencial 
decreciente, pero con la misma constante de tiempo. La 
suma de y* y t' L satisface la ley de Kirchhoff en el periodo 
transitorio. (Véase Figura 16-4.) 


v R + v L = V(l-e-< R/Lit ) + Ve~ ÍR/Ln = V 


(W) 



















244 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS 


[CAP. 16 


La potencia instantánea en cualquier elemento de circuito viene dada por el producto de la ten¬ 
sión y la corriente- Así, la potencia disipada en la resistencia es 


k = Vr { = 7(1 - e ~ (fl/L)í )^0 - = ~(l-2e~ ÍR/L)t + e~ i(RJUt ) (12) 

y en la bobina 

P L = Vt i = yg-ÍR/Mt^X _ _ g-ÍÍR/LXj (íí) 

Por tanto, la potencia total es 

P T = P* + Pl = £(1-«-«'«*) («) 


En la Fig. 16-5 se han representado las tres funciones potencia, siendo los valores en régimen per¬ 
manente p R y p T , V 2 /R y RI 1 , en donde / representa la intensidad de corriente en régimen permanente. 
La potencia transitoria en la bobina tiene su valor inicial y final nulos y es la potencia que corresponde 
a la energía almacenada en el campo magnético de la misma. Para demostrarlo, integramos p L desde 
cero a infinito. 



El circuito RL de la Fig. 16-6 tiene una corriente inicial í 0 = V¡R* En el instante / = 0 se conmuta 
el interruptor a la posición 2 que elimina la fuente y pone en cortocircuito a la rama RL serie. Aplican¬ 
do la segunda ley de KírchhofT al circuito sin fuente tendremos la ecuación 

L Tt + Ri = 0 obien ( D + x) i = 0 ( J «) 

cuya solución es i = ce~ ÍRíL)t {17) 

Para / - 0, la corriente inicial es í 0 = VjR, Sustituyendo en (17) c - V/R, con lo que la ecuación 
de la intensidad de corriente es 

i = ]^<r ÍH/ut (J«) 


Este decrecimiento o caída exponencial se representa en la Fig. 16-7(n). Las tensiones correspon¬ 
dientes en bornes de la resistencia y de la bobina son 

v K = Ri = y v L = L^ = -y < r‘*"'>‘ (19) 

representados en la Fig. 16-7(i). la suma o, + v L satisface a la ley de Kirchhoff ya que, con el ¡nterrup- 

V 2 v* 

tor en 2, la tensión aplicada es cero. Las potencias instantáneas p R = y p t = 



















Fig.16-7 

se representan en la Fig. 16-7(c). Si p L se integra desde cero hasta infinito se ve que la energía disipada 
es exactamente la que fue almacenada en ei campo magnético durante el régimen transitorio previo, 
\LI . Durante el transitorio, esta energía se transfiere a la resistencia. 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito RC de 
la Fig. 16-8 resulta la ecuación diferencial siguiente: 


y derivando. 


1 

C 



i dt 4“ iüi 


V 


( 20 ) 


C + "di 


0 o bien 


D+ w) i = 0 (2J) 



Fig.16-8 


La solución de esta ecuación homogénea solo contiene la función complementaria ya que la solución 
particular es cero. Por tamo, 


f o 


i = ce~ t/RC 


( 22 ) 


Para determinar la constante c, obsérvese que la ecuación (20) para t = 0 es Ri a = V o bien 
= V/R. Sustituyendo el valor de i 0 en (22) se obtiene c = VjR para / = 0. Entonces, 


i = (23) 

La ecuación (23) tiene la forma de una caída exponencial, Figura 16-9(a). 

Las correspondientes tensiones transitorias son 

v R = Ri = V e - t/RC y v c = ^ J i dt = V(1 ~ e~ t/RC ) ( 24 ) 
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y aparecen representadas en la Fig. 16-9(6). Las potencias instantáneas 

V 2 


Pn = v R i 


y 2 

_ JL a-2t IRC 

~ R 


V, 


- v c i — 


R 




-t /RC 


,~2(/RC 


) 


(25) 


se pueden observar en la Figura 16-9(<*)- ,_ 

La potencia transitoria p c% cuyos valores inicial y final son nulos, corresponde a la energía alma ' 

cenada en el campo eléctrico del condensador con una tensión constante V entre sus placas. Puede com¬ 
probarse por integración de p c desde cero hasta infinito. 

(26) 


£ = ^ ^-(e~ í/RC e 


- í cv¿ 


El circuito serie RC de la Fig. 16-10 tiene e! interrup¬ 
tor en la posición 1 el tiempo suficiente para que se esta¬ 
blezca el régimen permanente y, en el instante t — 0, se 
conmuta a la posición 2. Con el interruptor en esta posición 
la ecuación del circuito es 


hS* 


dt + Ri = 0 


cuya solución es 


o 


i - ce 


D + w) i = 0 


- í/RC 


(27) 

(2S) 



Fig. 16-10 


para determinar ¡a constante c se hace , = 0 en (28) y se sustituye la corriente inicial i„. Como el 
condensador se carga a una tensión V con la polaridad indicada en el esquema la comente inicial es 
opuesta a i; en consecuencia, ¡„ - - V/R. Entonces, c = - V/R y la intensidad de comente 




V 

R 


(29) 


Este decrecimiento transitorio se ha representado en la Fig. 16-11 (c/). Las tensiones transitorias 
correspondientes en los elementos del circuito 


v „ = Ri = -Ve 

n 


-t fRC 




h! 


idt = Vr t/fiC 


(SO) 


se representan en la Fig. 16-11(6). Obsérvese que v R + v c - 0 satisface a la ley de Kirchhoff ya que no 
hay ninguna tensión aplicada con el interruptor en la posición 2. Las potencias transitorias 


Pr 


V 2 
R 


v n i = ñ-e ' 2t/liC 


Vc 


V 2 , 


V = ~R e 


2 URC 


(SI) 


se representan en la Fig. I6-ll(c}. No hay ninguna fuente responsable de p R , pero es evidente que a 
energía almacenada en el condensador se transfiere a la resistencia durante este reamen transitorio. 
La comprobación de que al integrar p c entre cero e infinito se obtiene el valor - jO' se deja como ejer¬ 
cicio. 
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC REFERIDO A LA CARGA 

En un circuito serie RC es conveniente, con frecuencia, conocer la ecuación que representa la car* 
ga transitoria q. Entonces, puesto que la intensidad de corriente y la carga eléctrica están relacionadas 
por i = dqjdt , se puede obtener dicha intensidad por simple derivación respecto del tiempo. 


En la Fig. 16-12 se ha cargado el condensador con la 
polaridad que se indica ya que q tiene el mismo sentido que 
i en ¡a Fig. 16-8. La ecuación referida a la intensidad de co¬ 
rriente es 

^ J í dt + Ri = V (32) 

y puede escribirse en la carga sustituyendo i por dqjdt . Por 
tanto, 

U + = 7 ob,en ( D + k)« = B (SÍ) 


V 



Fig. 16*12 


Utilizando el método seguido en la deducción de la ecuación (3), la solución es 

q - C e~ URC + CV 


m 


Para / = 0, la carga inicial del condensador es q Q — 0 y 

q Q = 0 = c(l) + CV o bien c - -CV 

Llevando a [34] este valor de c se obtiene 

q = CV( 1 - e~ URC ) 

La carga en régimen transitorio es una exponencial creciente hasta un valor final CV- Entonces, si se 
analiza un circuito como el de la Fig, 16-10, tomando como base la carga, el resultado es un ecreci 
miento de la carga desde el valor CKcomo representa ia ecuación 

(37) 


{35) 


(36) 


q = CVe 


-t/ílC 



(a) 



En la Fig. 16-13(¿r) se ha trazado la fundón q en carga y descarga, representa n continua 

de intensidad correspondientes en la Fig. 16 - 13 ( 6 ). Como la carga q tiene que set un< ,, i 
q = CV para í'(-) y í'í + j, mientras que ¡ es cero para r'(-) y vale -V¡R para 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RLC 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito serie RLC 
de la Fig. 16-14 se obtiene la siguiente ecuación integrodiferencial 

Ri + L ft + e § idt = v (3S) 



Derivando se obtiene 


Fig.16-1* 
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I 



L m +R ft + é = 0 obie " { d ^z d + tc) í = 0 < M) 

que es una ecuación diferencial lineal de segundo grado y homogénea cuya solución particular es cero. 
La función complementaria puede ser de tres tipos según los valores relativos de R, L y C. Los coefi¬ 
cientes de la ecuación característica D 1 + (RjL)D + l/LC = 0 son constantes y Jas raíces son 


„ _ -R/L + \/(fí/L) 2 - 4 TLC 

U l _ --- y 


d 2 = 


-R/L - y/{R/L) 1 ~ VlC 


Haciendo « - -R/2L y /? = \f{Rl2Lf - VLC , 

Di =■ a + f3 y D¿ — a — jS 


m 

m 


El subradical, /? puede ser positivo, cero o negativo y la solución es, entonces, amortiguada, supercrí- 
tica, crítica y subcrítica (oscilatoria), respectivamente. 

Cojo i. ( R¡2L) 2 > \(LC. Las raíces D x y D 2 son reales y distintas, dando lugar al caso de amor¬ 
tiguamiento supercrítico. La ecuación (39) se puede escribir, entonces, en forma de producto 


[0-(« + fl][D-(«-/í)]¿ = 0 . (42) 

y la intensidad de corriente es 

i = cte ta ^ fin + C 2 e ífl-fl>í o t = e at (cie flI + c 2 e~ fit ) (-45) 

Caso 2, (R/2L) 2 — l/LC. Las raíces Di y D 2 son iguales y la solución corresponde a! caso de 

amortiguamiento crítico. En forma de producto, la ecuación (39) se convierte en 

(D-a)(D-a)i = 0 (44) 

cuya solución es i = c“'(ci + c 2 t) (45) 


Caso 3. (R/2L) 1 < l/LC. Las raices Di y D 2 son complejas conjugadas y la solución co rres- 

oinde al caso de amortiguamiento subcrítico u oscilatorio. Definiendo /í = N /1/LC — (R/2L) 2 , y a 
como antes, la forma de producto de la ecuación con operador es 

[£>-(« + ifi)] [D- (a- mi = 0 W 

cuya solución viene dada por i = e at (ci cos/íf + c 2 sen fit) (47) 

La intensidad de corriente contiene, en todos los casos, el factor e ”, y como a = -R/2L, el valor 
final es cero, garantizando que la función complementaria desaparece, en un tiempo relativamente 
corto. Los tres casos se esquematizan en la Fig. 16-15 cuando el valor inicial es cero y la pendiente ini¬ 
cial es positiva. 
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Régimen transitorio en corriente alterna 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL CON ALIMENTACION SENOIDAL 


En el circuito serie RL de Ja Fig. 16-16 al cerrar el inte¬ 
rruptor se aplica una tensión senoidal. En dicho momento, la 
función de tensión puede estar en un punto cualquiera de i pe¬ 
riodo y, por tanto, e) ángulo de fase <p puede tomar valores 
desde 0 hasta 2n radianes por segundo. Aplicando la segunda 
ley de KirchhofT se obtiene la siguiente ecuación: 


Ri 4- L~ = F maJ[ sen (wt + o bien (ü + i = 
La función complementaria es i c = ce~ [R!L)l y la solución particular 


v - 

R„,., wn + <*) 


rr 

0t 




Fig. 16-16 

sen (üi¿ + $) 


w 


= 




e WL»Y™* Sf:n fat + tfdt = 

La solución completa, por tanto, es 


VW+JL* 


sen ( w í -F <f, — are tg <oL!R) 


= t + % = 

r V 


ce 




+ 


max 


sen (wí -i- $ — are tg &L/R) 


m 


yR 2 + JU 

La bobina impide cualquier cambio brusco de ia corriente y, como antes de cerrar el circuito la inten¬ 
sidad es cero, se deduce que < 0 - 0. Por consiguiente, para i ~ 0 

y m « - -v t 


0 = c(l) + 


y/R 2 + JL 2 
Sustituyendo en {49}, la intensidad es 


sán (<^ — are tg u>L/R) y 


c ~ 


yR* + JV 1 


sen (^ — are tg*iL//f) 


“ e 


-tR/Dt 


1 


r— -— sen - are ig <*L/R)[ 4- ■■■■ — j: — 

[l/fl* + j \JS> + JL 2 


sen (vi + - are tg wL/R) 

(5Ó) 


El primer sumando de {50) contiene al factor e ~ {RlL)t que se anula en un tiempo relativamente cor¬ 
to. La expresión entre corchetes es. simplemente, una constante, cuyo valor depende del momento del 
ciclo <j> en el que se ha producido el cierre del circuito. Si {<¡> — are tg cuL/7?) = tm, siendo n — 0, 1, 2, 
3,..., la constante valecero y la corriente pasa directamente al régimen permanente. Y si {<j> - arctg a>L/R) 
= (1 + 2 n)n¡2, el régimen transitorio tendrá la amplitud máxima posible, 

E! segundo sumando de (50) es la intensidad en régimen permanente, retrasada respecto de la ten¬ 
sión aplicada un ángulo are tg a>L/R. Esta solución particular, obtenida anteriormente por integración, 
puede determinarse por el método de los coeficientes indeterminados, El método es aplicable cuando 
la función de entrada es un seno, un coseno o una exponencial, ya que en estas funciones las deriva¬ 
ciones sucesivas repiten el mismo conjunto de funciones. Para aplicar el método a la ecuación {48), en 
la que el segundo miembro es sen {wt + <¡)), suponemos una intensidad particular 

(51) 

(52) 


— A coa (wt -f- <f>) 4- f? sen (wt 4~ <p) 


en la que A y B son constantes. La primera derivada vale 

% v = —,4<o sen (wt + <£) + Biú eos {wt + «¿) 

Sustituyendo estas expresiones de i p e i' p en {48) se obtiene 

{—Aw sen {wt 4* <f> ) + Bia eos («>£ 4- <¿>)} 


R 

+ (A eos (wt 4* <f>) + B sen (wt 4* <£►)} 


Agrupando términos semejantes, 

{-Aw + BR/L) sen («t -T<¿) 4- (Bw 4- AR/L) eos (wt 4- ^) 


sen ( w t + 4 1 ) (51?) 

í^sen( ü ,t+^) (54) 
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e igualando los coeficientes de dichos términos, se obtienen dos ecuaciones en A y B, 

-Au + BR/L =-V m tJL y B# + AR/L = 0 . [55) 

_ t uíiV tnflx n IÍV mbje 


de donde 


B 


R* + JL 2 1 R 2 + ^L 2 

Sustituyendo los valores encontrados de A y B en (J/), se obtiene la intensidad de corriente 

-*LV ma* * . , ^ , RV 

tp = ■= -ryr eos (w¿ + 4) + — rr ; sm ( wÉ + £) 


o bien 


R 2 + a 3U 
Vn 


b 


R 2 + JL 2 
sen (uit + 4 — are tg W L//?) 


yJR 2 + ¿L- 

que es la misma que la solución particular obtenida antes por integración. 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC CON ALIMENTACION SENOIDAL 

En el circuito serie RC de la Fig. 16-17, al cerrar el inte¬ 
rruptor se tiene aplicada una tensión senoidal. La segunda 
ley de Kirchhoff conduce a la ecuación 


(56) 

{57) 

(58) 


ir * = ^ 

í + £ J i dt = V mu sen (ut -+■ 4 ) {53} v mi , ^ <*¡+ *) 


Ri 

Derivando y teniendo en cuenta la notación del operador re¬ 
sulta, 


©t 





D + 


1 \ , w V man 


RC 


Fíg. 16-17 


l = 


R 

, “ i/RC 


C03 {«£ + 4) 


La función complementaria es i c — ce' 

y la solución particular, obtenida por integración o por coeficientes indeterminados, es 

. V max 


tp — 


y/R ¿ + (1A Xf 

Por tanto, la solución completa es 


sen (ut + 4 , + are tg 1 /mCR) 


x — ce 


-ut ÍC 


+ 


míix 


sen (&j t + <j> + are tgl/wC/?} 


m 

( 61 ) 

(62) 

( 66 ) 


Vft* + (i ucy 

Para determinar la constante c hagamos / = 0 en la ecuación (50); la corriente inicial es. entonces. 


™- 


R 


sen <p. Sustituyendo en (63) y haciendo i = 0 resulta 


R 


sen 4 = c(l) + 


V r 


o bien 


c — 


sen 4 — 


y/RT (1/i.C) 

V mfi* 


sen (4 -I- are tg l/«Cü¡) 


sen (4 "H are tg 1 /mCR) 


R “"‘ r y'ff r +(1A.C) 4 

Llevando el valor de c de (tíJ) a ( 63) se obtiene e! valor completo de ía intensidad de corriente 

Vm " -- 


(Si) 

(65) 


i = e - URC 


u 

f max 

-g— sen 4 - — y=.-= 

R y/R 2 + (1 /X) 2 


sén (4 + are tg l/ w < 


F 


V, 


sen (uí + 4 + are tg 1 /^CR) 


( 66 ) 


yjWT(\UCf 

E! primer sumando es el transitorio con un factor de decrecimiento e t¡RC . La magnitud entre corchetes 
es una constante. El segundo sumando representa la intensidad de corriente en el régimen permanente 
que va en adelanto de fase, respecto de la tensión aplicada, en un ángulo are tg \/wCR. 
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RLC CON ALIMENTACION SENOIDAL 


A] cerrar el interruptor en el circuito serie RLC de la 
Fig. 16-18 se aplica una tensión senoidal. La ecuación resul¬ 
tante es 

+ L ¿ j* i dt = V u¡i¡lí sen (U -f (67) 

Derivando y teniendo en cuenta la notación operacional resulta 



n „ , R j, 1 \ . 

D ¿ + 'j-D + jt 




eos Ut -f <f>) (68) 


Fig.16-18 


La solución particular se obtiene por el método de los coeficientes indeterminados en la forma 
siguiente. Suponemos i p = A eos (tu/ + <p} 4- B sen { mt + <¡>). Se calculan después il e i” y se sustitu¬ 
yen en la ecuación (67). Los valores de A y B se determinan entonces igualando ios coeficientes de los 
términos semejantes, como se hizo en el caso del circuito serie RL. Expresando el resultado como fun¬ 
ción de un solo seno, la solución particular es 


ln — 


V, 


VW+ (1/uC - V ,LY ben l 


d + á, -r are tg <»L) 

R 


(69) 


La función complementaria es idéntica a la del circuito serie RLC en corriente continua, que ya 

fue estudiada y cuyo amortiguamiento es supererítico, crítico o subcrítico (oscilatorio) según los va¬ 
lores de /?, L y C. 


Caso /, ( R¡ 2L ) > 1 ¡LC. Las raíces son reales y distintas, dando lugar al caso de amortigua¬ 

miento supererítico. D l = a + ft y D 2 = a - /J, siendo a = -R/2L y fl = J[RÍ2Lf^Y¡LC. La 
solución completa es 


i 


e nt (Cie í¡ ‘ -f- c 2 e~ í( ) + 


\/R 2 + (I íu,C - c-X) z 


sen 


/ ü>é -i- 0 + are Ig 


(I/X - «L) 
R 


(70) 


Caso 2. (R/2L) 2 = 1/LC. Las raíces son reales y distintas, dando lugar al caso de amortigua¬ 

miento crítico. La intensidad de corriente completa es 


i = e“‘(c, + ctt) + . --- - sen ( 

\/R* ■+" (\UC - »L)* l 


sen (wt + $ + are tg 


R 




(71) 


Coso 2. (R/2L) 2 < 1/LC. Las raíces son complejas conjugadas resultando el caso de amortigua¬ 

miento subcrítico u oscilatorio y ¡a intensidad de corriente completa es 


i = C"(cj eos ftt + c 2 sen ¡3t) 


siendo (2 = y/lfLC - (R/2L) 2 . 


+ 


V / 

_ * IIUlS f 

—““-—— sen i w 

y/w+ n/*c ~ »>L} 2 \ 


t + <f> 


arc „ (i 

R / 
(72) 


Las soluciones particulares de las ecuaciones (70), (7f) y (72) son idénticas, mientras que la co¬ 
rriente transitoria dada por la función complementaria es diferente en cada caso. Por ejemplo, en el 
caso 3. la parte transitoria contiene un conjunto de funciones senoidales de pulsación jí radianes por 
segundo, que es, en genera/, distinta de cu de la solución particular. En consecuencia, es imposible pre¬ 
decir la forma de la intensidad de corriente durante el periodo transitorio, siendo muchas veces muy 
irregular. Una vez que al lactor de decrecimiento ha anulado la parte transitoria, la corriente adelanta 
o retrasa en fase respecto de Ja tensión aplicada, según los valores relativos de las reactancias 1/tuC y üíL, 
un ángulo are tg (1 \oC — ioL)/R. 
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Régimen transitorio en circuitos de dos mallas 

Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de dos mallas de la Fig. 16-19 conduce al sistema de 
ecuaciones diferenciales: 


Rdx + + R¿ ¿ = V 

RlÚ + (tf,+* 2 )Í 2 + = y 


(73) 




Utilizando la notación operacional y agrupando términos se 
tiene 

(D + fi,/Li)i. + (fti/Li)»! = WLi 

+ Ri 



(R,/L¿)i, + ÍD + 


is = VIU 


Fig. 16-19 


o bien 


D + R1/L1 

Rx/U 

¿1 


~V/L, 

RJL% 

d + r '? Rí 

Lr 2 __ 

¿2 


VIU 


(7i) 


Con objeto de obtener una ecuación de i x independiente de i 2 , resolvemos el sistema por la regla 
dé Cramer, 


(75) 


D + R\¡Li\ RJL\ 


VÍU 

R1/L1 

RJU D + R ' + Rl 

il = 

v/l 2 

D + R 'j R 2 

Lí 2 


El determinante del primer miembro se desarrolla y ordena según las potencias decrecientes de D . En 
el desarrollo del determinante del segundo miembro aparece el término D(V/L x )- t ahora bien, como 
D = d/dt y V¡L X es constante, dicho término es cero. 

fRiLl + RiLl + RiL ^ D + ~~] ix = VR2ÍL1L2 


[d 3 + 


L\Lz 


+ 


(76) 


La ecuación característica es de la forma D 2 + AD + B = 0, pero como en este caso, A 2 - 4B > 0 
para todos los valores de las constantes del circuito (siempre que ni L x ni L 2 sean nulos} la función com¬ 
plementaria es de la forma dada en la ecuación {43). Como la función de entrada es constante, una solu¬ 
ción particular es la constante que satisface a la ecuación 


ÍTJ¿) ilp = VR ^ LlLi 0 bien il * 

Aplicando ahora los mismos métodos a resulta 


■V/Rx 


(77) 


D + Rx/L x RJLi 


D + RJLx 

VÍU 

"h 7?2 

Ri/U D + , 

¿a - 

RJU 

Viu 


(78) 


Después de desarrollar los dos determinantes se tiene 


[ 






uu 


D + 


R>Rz 

UU. 


ti 


0 


La ecuación característica es la misma que la de (76) y, en consecuencia, las funciones complementarias 
son idénticas. Sin embargo, la solución particular de i 2 es cero, ya que la ecuación es homogénea. 

El examen del circuito demuestra que esto es perfectamente razonable ya que, en régimen perma¬ 
nente. L, aparece como un cortocircuito de la rama R 2 L 2 derivando de este modo la corriente de esta 
rama. Entonces, R x es la única impedancia limitadora en el régimen permanente y, por tanto, la co¬ 
mente es i x = i .R , tal como muestra la ecuación (77). 
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Problemas resueltos 

!6-l A un circuito serie RL , con R 50 ohmios y L = 10 henrios, se le aplica una tensión constante 
V = 100 voltios en el instante t = 0 en que se cierra el interruptor. Determinar (¿f) las ecuaciones 
de /, v R y r L , (¿>) ta intensidad para / = 0,5 segundos y (r) el instante en que v R - v L . 

ia) La ecuación diferencial del circuito dado es 

¿i 

50 1 + 10^ - 100 o bien (D + 5)í = 30 (í) 

y Ja solución completa es 

i - i c + i p - ce~* í + 2 (2) 

Para i = 0, f 0 = 0. con lo que 0 = r||) + 2. de donde c = -2. Por tanto, 

t = 2(1 - e~ Sf ) (¿) 

que se ha dibujado en la Figura 16-201 ív). 

Las tensiones correspondientes en bornes de los elementos del circuito son las representadas en la 


v R - Ri = 100(1 - e _5t ) 


Figura 16-20(6). 


y 





100e -5t 


U) 




Fig, 16-20 


(6) Haciendo ( = 0,5 s en (i), se obtiene i = 2(1 — e = 2(1 - 0,082) = 1,836 A, 

(r) Cuando sea r* = v L , cada una deberá valer 50 voltios y, puesto que la tensión aplicada es 100, hacemos 
r» o bien i;, igual a 50 y se halla el valor de /. De (4), r, — 50 = 100 é' _ íi . De donde e~ 5 ' — 0,5 o bien 
5r = 0,693 y r = 0,1386 s. 


16-2 En el Problema 16-1 hallar las ecuaciones de p R y p L y demostrar que la potencia en la bobina 
corresponde a la energía almacenada en el régimen permanente en su campo magnético. 

Con Jas intensidades y tensiones obtenidas en el problema anterior, 

Pr = v R í = 100(1 - e-«) 2(1 - e-5‘) = 200(1 - 2e~ 6t + e~W) 

Pí - v¡ i ~ 100e"* f 2(l - e - » 1 ) = 200(e— 

Pt “ Ph + Pr = 200; 1 - c- s< ) 

La energia almacenada en e¡ régimen permanente por el campo magnético es W = $ Lí 2 = ^(10)(2) 2 = 20 
julios. 

La integral de p L desde v — 0 a r = x es tV = \ 200(c _si — e~ l0í )tif = 20 J. 

*^0 
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16-3 En el circuito serie de ia Fig. 16-21 se pone el interruptor en la posición 1 en el instante t - 0, 
aplicando con ello una fuente de 100 voltios a la rama RL. En el instante l - 500 microsegundos 
se conmuta el interruptor a la posición 2. Obtener las ecuaciones de la intensidad de corriente 


en ambos intervalos y dibujar el periodo transitorio. 

En Ja posición 1 la ecuación es 

di 

1001 + 0,2 ~ = 100 O bien (Z> + 500 )i = 500 U) 

dt 

y ia intensidad de corriente vale 

i = Cl e- S0 ° + 1,0 (2) 

Para t = 0, i = 0. Llevando la condición inicial (2), 0 = + 1.0 o bien c 3 = —1,0. La intensidad es 

r = 1,0(1 - e~ 100, > (*) 

Al llegar a los 500 fis , este periodo transitorio se interrumpe, siendo la intensidad 

i = 1,0(1 - 10-“) = j 0(J _ 0 779) = 0 22\ A í 4 ) 



Con el interruptor en la posición 2 la tensión aplicada es 50 V, con igual polaridad que con la fuente de 
100 V, y la ecuación es 


100! + 0,2- =50 o bien {D + 500)f = 250 (5) 

di 

y su solución, f = e’ 11 + 0,5 , {6) 

en donde /' = 500 Para / = t' en la Ecuación (5), el valor de la intensidad es 0,221 A, como ya se encon¬ 
tró en <¥), 

i = 0,221 = r 2 (l> + 0,5 y c 3 = -0,279 

Entonces, para t > i\ i = — 0,279p íü0(( -t- 0,5 (2) 

La Ecuación (3) se aplica para 0 < / < /' y el periodo transitorio, de trazos en la Fig. 16-22, tiende al valor 
1,0 del régimen permanente. Al llegar a i' cuando la corriente es de 0,221 A, el interruptor pasa a la posición 
2, y para i > r. se aplica la Ecuación {7} con un valor final de 0,5 A, 


16-4 Repetir el Problema 16-3 suponiendo que la polaridad de la fuente de 50 voltios se ha invertido. 

La primera parte del régimen transitorio, con el interruptor en la posición 1, es igual que la obtenida en el 
Problema 16-3: i = 1,0(1 - e -500 ') con i = 0,221 A para i = 500 /rs. 

Al invertir la polaridad de lu fuente de 50 V se obtiene la siguiente ecuación 

lOOr + 0,2— = -50 o bien (D + 500)/ = -250 (/) 

jrft ’ 


cuya solución es 


i =. CÍ -5°ou-n _ 0 5 


(2) 
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Ahora bien, para ( = {' Ya intensidad vale 0,221 A. Susti¬ 
tuyendo en la Ecuación (2), 0,221 = c(l) - 0,5, o sea, 
c = 0,721. La ecuación de la corriente para t > t‘ es, 
por consiguiente, 

i = ü,72Ié-~ 500(I -'' 1 - 0,5 

En la Fig. 16-23 se ha representado la intensidad en 
el régimen transitorio. El valor final es —0,5 A, ya que 
con Ja inversión de la fuente de 50 V su sentido es opuesto 
al tomado como positivo. 

16-5 Aun circuito serie RC , con R = 5000 ohmios y C = 20 microfaradios, se le aplica en el instante 
t — 0 una tensión constante V — 100 voltios (el condensador no tiene carga inicial). Hallar las 
ecuaciones de /, v R y u c . 

A) cerrar el circuito, la ecuación es 

5000, + 2ñÍF/ i * = 100 W 

Derivando y utilizando la notación operacional resulta, 

(D + 10j; -= 0 cuya solución es i = c e~ i0t ( 2 ) 

Haciendo ( = 0 en !a Ecuación (I) la corriente inicial vale i 0 = 100/5000 — 0,02 A. Sustituyendo en (2), 
c = 0,02. La intensidad es, entonces, 

/ = 0,02?-' 01 (i) 

y las tensiones de régimen permanente en bornes de los elementos del circuito son 



r* - Ri = 5000(0,02 10, 1 = 100?- 101 

= éS idt = «-“•<* = i«>ii 

Los regímenes transitorios se han representado en Ja Fig. 16-24. En ei régimen permanente v R — 0 y 
v c = 100 V. 




16-6 El condensador de 20 microfaradios del circuito RC de la 
Fig. 16-25 tiene una carga inicial g ü - 500 microculombios 
con la polaridad indicada en el esquema. En el instante 
t — 0 se cierra el interruptor aplicándose, en consecuen¬ 
cia, la tensión constante V - 50 voltios. Determinar la 
intensidad de corriente en el régimen transitorio. 

Al cerrar el circuito, la ecuación es 

lOOOi + --- (i dt — 60 o bien 

20 x 10~ e J 

cuya solución es i = ee -50 * 



Fi*. 26-25 

(D + 60)* = 0 (1) 

( 2 ) 


Ahora bien, la fuente de 50 V da lugar a una corriente con el sentido dibujado en el diagrama, originando 
una carga + en la placa superior del condensador. La carga inicial del condensador q 0 tiene una tensión equi¬ 
valente y o = qJC = (500* 10 “ 6 )/(20 ■ 10' 6 i = 25 V, que también produce una corriente en el sentido mar¬ 
cado de i. Por tanto, para r = 0 la corriente inicial es ¿o = (V + q 0 /C)/R = (50 + 25J/1000 = 0,075 A. Susti¬ 
tuyendo en la Ecuación (2), c = 0,075 y, por consiguiente, / = 0,075?“ 501 A. 
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16-7 Repetir el Problema 16-6 refiriendo el régimen transitorio a la carga. ■ 

La ecuación, tomando como variable la carga, es 

1000— + _2_ = 50 o bien (D + 50)q = .05 (1) 

dt T 20X10'» 

cuya solución es í “ ee -50< + 10 -3 (£) 

Para / = 0 el condensador tiene una carga positiva de 0,5 * 10" 3 C en la placa inferior. La polaridad de la 
carga acumulada durante el régimen transitorio en la placa superior es positiva. En consecuencia, se hace 
q 0 = -0,5 ■ 10 -1 y r = 0 en la Ecuación (2), con loquee = -1,5-10' 3 . Entonces, q = -1,5 * ÍO'V 50 ' + 10' 1 
y la corriente en el régimen transitorio es i = dq/dt = 0,075c i0 ' A. 

En la Fig. !6-26(a) se ve que el condensador tiene una carga inicial positiva de 0,5 - 10“ 3 C en la placa in¬ 
ferior y una final positiva de 1,0 ■ 10“ 1 C en la placa superior. La comente en el régimen transitorio, i = dq/dt, 
se ha dibujado en la Figura 16-26(6}. 




16-8 


En el circuito RC de la Fig. 16-27 se pone el interrup¬ 
tor, en el instante t = 0, en la posición 1 y después de 
una constante de tiempo (1 t) se pasa a la posición 2. 
Determinar el régimen transitorio completo de co¬ 
rriente. 

En la posición i I 9 solución de ia ecuación diferencia! 
obtenida al aplicar la segunda ley de Kirchhoff al circuito es 

i - = c, e-*w* (1) 



Fi*.16-27 


Para t = 0, - V¡R = 20/500 = 0,04 A. Sustituyendo en (/}, r, = 0,04 y la corriente en el intervalo 

0 < i < 1 r es 


Este régimen transitorio continúa hasta que / = 1 t = RC = 
sidad de corriente tiene un valor ; = 0,04<? 1 = 0,0147 > 

Al pasar el interruptor a la posición 2, el conden¬ 
sador tiene una carga en las placas que origina una ten¬ 
sión v c =20(1 - c” 1 } = 12.65 V. Esta tensión, junto 
con la fuente de 40 voltios, hace circular Ja corriente en 
sentido opuesto a la originada por la fuente de 20 V. 
Haciendo ¡' = 1 t, la ecuación de la intensidad en el 
segundo periodo de transición es 

i = <j) 

Para t — / i = -*(40 + 12,65}/500 = —0,1053 A. 
Sustituyendo en (.?]. c, = -0.1053. con lo que la inten¬ 
sidad es 

1 = -0,1053c [4) 

El régimen transitorio completo es el representado 
en la Fig. 16-28, Para 1 t la corriente tiene un valor de 
pico de —0,1053 A. 


500(0,5- 10‘ 6 ) = 250 jis. En este instante, la inten- 



Fig.16-28 
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16-9 Determinar el régimen transitorio de carga en el Problema 16-8 y derivar para obtener el de la 
intensidad de corriente. 

En la posición 1 la ecuación referida a la carga es 

5 oo ^ = 20 ° bien ^ + 400Ci )9 = °> 04 ( 1 ) 

cuya solución es 9 — e l e~ iOÜOt f 10 x 10" 6 (g) 

Para / = 0, q 0 = 0. Con las condiciones iniciales en (2), se obtiene c t — — 10 • Í0 -6 y, por tanto, 

g ~ 10 X 10“ 6 (1 - «-««“) (á) 

Esta ecuación es válida en el intervalo 0 < i < t', siendo /' = 1 t, Para 1 t, la carga en el condensador es 
q = 10* I0 e {l - e' ] ) = 6,32 • 10“* C. 

Con d interruptor en 2 la ecuación diferencial es 

5ÜO”+ o -^^p£ = -40 o bien (D + 4000)g = -0,08 4) 

y su solución 9 = c s e 40000 f) — 20 X 10 - ® (S) 

Se determina c 2 por sustitución del valor de q para 1 t y haciendo t = I t en Ja Ecuación (J). En estas condi¬ 
ciones, 6,32 ■ 10“* = c 2 (l} - 20 • 10“ 6 , de donde c 3 - 26,32 ■ 10“ 6 . Por tanto, 

q - 26,32 x 10”* e -40o°cf-t j _ 20 x 10"® ($) 

La Fig. 16-29 representa el régimen transitorio 
completo. La intensidad se halla derivando las 
Ecuaciones (J) y (ó). Por consiguiente, en el in¬ 
tervalo 0 < ( < la intensidad vale 

t - J^{10 X 1Q“®(1 - - 0,04 5—40001 

y para t > 

t = 4(26,32 X lO-íe-íOM"-^ - 20 X 10"®} 
dt ’ 

= —0,1053^^ 4000íí " tj 

Estos resultados son idénticos a los obtenidos en 
las Ecuaciones (2) y {4) del Problema 16-8. 



16-10 A un circuito serie RLC con R = 3000 ohmios, L - 10 henrios yC = 200 microfaradios, se 
le aplica una tensión constante V = 50 voltios en el instante / = 0. Hallar el régimen transitorio 
de corriente y el valor máximo de la intensidad si el condensador no tiene carga inicial. 

La ecuación, una vez cerrado el circuito, es 

3000Í + 10— 4- ———-- s í i dt — 60 o bien (D* + 300D + 500)x — 0 (i) 

¿u -r dt T 200 y 10 -« J 

Las raíces de la ecuación característica son D L — —298.3 y O- = —1,67. con lo que 

+ ( 2 ) 

Para calcular r t y c 2 se utilizan dos condiciones iniciales. Al contener una bobina el circuito serie, la función 
de intensidad tiene que ser continua. Por tanto, si ¡ = 0 para t = 0—, también vale 0 para t = 0+, Entonces, 

de la Ecuación {!), 10 dijeh ~ 50 y di;di = 5. Si se escribe ahora (2i para / - 0 resulta, 0 = ^(1) + c 2 (l), 

de donde c, + c 2 = 0. Haciendo i = 0 en la primera derivada de (2) y sustituyendo el valor di/dt = 5 se ob¬ 
tiene 5 = _ 1 . 67 ^ - 298,3c 3 . Resolviendo el sistema de ecuaciones que relacionan las constantes se obtie¬ 
nen los valores c m i — 0,0168 y — —0,03 68. Por tanto, 

-148,Ir . (J) 


r = OjOlóSf - 1,071 - 0,0168c 
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Para hallar el máximo de la corriente se hace di/dt igual a cero y se despeja f. 

di/dí = (0,0168){— 1,67)^- 1 - (0,0168K-298JJe" 2,í - 3 ' = 0 o bien , - O.OI75 s 

Llevando este valor de t a la Ecuación (3) se obtiene 0,0161 A. 


16-11 Un circuito serie RLC, con R = 50 ohmios, L = 0,1 henrios y C = 50 mícrofaradios, tiene 
aplicada una tensión constante V = 100 voltios en el instante t = 0. Hallar el régimen transi¬ 
torio de corriente, supuesta cero la carga inicial dei condensador. 

AI cerrar el circuito, la ecuación diferencial es 

50/ + 0,1 £ + ¡ idt = 100 0 bien f 500 i? + 2 X 10 5 )t = Ü (í) 

Las raíces de la ecuación característica son D l = -250 -r jill y D 2 = -250 - j37 \; en consecuencia, la 
intensidad de corriente es 

i — e — csoi ( Ci C[)S 371 ¿ ■+. e 2 sen 37 lt) (j?) 

Para / = 0 la corriente es cero. Entonces, de {2 J se reduce, i 0 = 0 = (1 eos 0 + c 2 sen 0) y Cj = 0, 
La Ecuación (2) se transforma en 

i = € -w>< c¡ scn371t ( 5 ) 

Derivando (2), di j dt _ C 4 ^-í»í (371) C os 37 lí + (-250) sen 371/} ( 4 ) 

De (/}, para : = 0 , Q,Udi;dt) = 100 . de donde, di dt = 1000 . Sustituyendo en {4). para 1 - 0 , di/dt = 1000 = 
c 2 371 eos 0 y c 2 — 2,1. Por tamo, ia intensidad buscada es / = e - 2 ÍO '(2,7 sen 371 r), 

16-12 Un circuito serie RL, con R = 50 ohmios y L - 0,2 henrios, tiene una fuente de tensión se¬ 
noidal v = 150 sen (500/ + <j>) voltios que se aplica en el instante en que <f> = 0. Hallar la co¬ 
rriente completa. 

Al cerrar el circuito, la ecuación diferencial es 

50/ + 0.2 ~ - 150 sen 500í o bien (D + 250)t = 760 sen 600í (j) 

La función complementaria es / ( = ce~ 2i0t . 

Para hallar Ja solución particular utilizamos el método de los coeficientes indeterminados y suponemos 
una intensidad de corriente particular 

í p = A eos 500 / + B scnSOOt (2) 

Entonces, ‘ = —500A sen 5üüí + 500B eos5Ü0í (J) 

Sustituyendo estas expresiones de i e /' en (7) se obtiene, 

(—500-4 sen 500t + EÚ02Í cosSOOt) + 250(A eos 500/ + B senSOOí) = 750 sen5Q0f 

Igualando los coeficientes de sen 500/ y eos 500/, resultan 

-50ÜA i- 25Q£ = 750 v 5005 + 250A = 0 U) 

Resolviendo este sistema de ecuaciones se deduce A = -1,2 y B = 0,6. Entonces, 

i p = - 1,2 eos 500/ + 0,6 sen 500/ - 1,34 sen (500/ - 63,4°) (5) 

La intensidad de corriente completa es 

/ = ce-” 0 ' + J,34 sen (500/ - 63,4 o ) (ó) 

Para / = 0, / = 0 = di) 4- 1,34 sen (-63,4") y c = 1,2. Por tanto, 

i = \,2e~ 2 ™' + 1,34 sen (500/ - 63.4") 


(7) 






CAP. 16] 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS 


259 


En la Fig. 16-30 se representan i c , i p y su suma i . Después de sobrepasado ei régimen transitorio (apro¬ 
ximadamente para í = 5 t), la intensidad de corriente es senoidal y retrasa respecto de la tensión aplicada 
en un ángulo 0 = are tg a)L/R — 63,4°, 



16-13 En relación con el circuito del Problema 16-12, ¿a qué ángulo $ deberá cerrarse el circuito para 
que la intensidad de corriente adquiera directamente el régimen permanente sin transitorio? 

Si $ =*= 0. de la Ecuación [6 ¡ del Problema 16-12. 

j = rc' 250r -i- 1,34 sen (500/ 4> - 63,4 ) 

Para / = ü, 0 = c(l) + 1,34 sen i¿> — 63.4 i Ahora bien, el transitorio es cero si la constante í es cero; esto 
ocurre si 4> = {63,4' — nltíü' i. siendo n — 0. I. 2. . , . 

16-14 Un circuito serie RC , con R ~ 100 ohmios y C = 25 microfaradios, tiene una fuente de tensión 
senoidal v — 250 sen (500r + 4 > \ voltios que se aplica en el instante en que <¡> - 0 r . Hallar la 
intensidad de corriente suponiendo que no hay carga inicial en el condensador. 

Al cerrar el circuito, la ecuación diferencial es 

lOOt + -í-, í i dt - 250 sen 500í o bien {D -t 400|i = 1250 eos 500t (í) 

25 x1Q -6 J 

La función complementaria es i í = ¿v ~ 4 ' ,j0f . 

Para determinar la corriente particular se hace que e! segundo miembro de la ecuación del operador sea 
la parte real de 1250 e 1 - 00 ' y se admite, por tanto, ¡a intensidad de corriente particular 

= K (2) 

Entonces. - ;5oo K (2) 

[.levando estos valores a (/}, 

j500Ke^ + 400(K^«°° r ) - 1250^' (í) 

de donde K - 1,955/ — 51 ,3Este valor de K se sustituye en la Ecuación (2|, pero como la tensión de entra¬ 
da es la parte real de la intensidad es la parte real de (21 e i t = 1,955 eos (500/ — 5l,3‘ ! ). La co¬ 

mente completa es 

i ^ ce w -' - 1.955 eos (500/ - 5I,3 J ) (5) 

Para i = (), la Ecuación (/) es 100/ =■ 250 sen 0 o bien. / = 0. Mediante la Ecuación (5), con / = 0 se obtiene 
c ~ — 1,22 y, por tanto, 


i = -1,22e- 4(H " + 1,955 eos {500,- - 5\3 a \ = -1.22e“ 4üü ' + 1,955 sen (500/ + 38.7 J ) 
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16-15 En el circuito serie RC de la Fig. 16-31 se aplica la fuente 
de tensión senoidal v = 250 sen (500; + </>) voltios al cerrar 
eí circuito en el instante en que (f> = 45 r; . Hay una carga 
inicial q 0 = 5000 ■ 10“ 6 culombios en el condensador, con 
la polaridad señalada en el diagrama. Hallar la corriente 
completa. 

E) circuito y la tensión senoidal son los mismos que en el Pro¬ 
blema 16-14, excepto que <j> — 45*. Por tamo, la forma operacionaf 
de ia ecuación diferencial es 

[D + 400); = 1250 eos <500/ + 45°) 

La función complementaria es también la misma que en el problema anterior, y la intensidad de corriente 
particular está defasada 45*, esto es, ¡ p = 1,955 sen (500; S3,7'). La corriente completa es, pues, 

i = + 1,955 sen (500; +■ 83.7 ) (2) 

Para / = 0 hay dos tensiones que tienden a hacer circular una corriente. El condensador cargado posee una 
tensión equivalente V = qjC — (5000 x 10 -6 )/(25 x 10 _í> ] = 200 V y la fuente tiene una tensión instan¬ 
tánea v = 250 sen 45 11 = 176,7 V, El examen del circuito muestra que ambas tensiones tienen la misma po¬ 
laridad y, portante, la corriente inicial es i 0 = (200 + 176,7} 100 = 3.77 A. Utilizando ahora la Ecuación (2) 
con r = 3,77 para / = 0 se obtiene c = 1,83, con lo que la intensidad de corriente buscada es 

i = I.SJ*- - * 0 *" + 1.955 sen (500; + 83.7 0 

16-16 El circuito serie RLC de la Fíg, 16-32 tiene una fuente 
de tensión senoidal v = 100 sen (1000/ + $) voltios. Si 
se cierra el interruptor cuando <p = 90 , hallar la inten- v 

sidad de corriente supuesta cero la carga inicial del con¬ 
densador. 

La ecuación del circuito, una vez cerrado el interruptor, es Fig, 16-32 

50; + 0.1 ~ + ... J. 1 —- - f idt = lOOsen (1000É +90 4 ) 
dt 50 x10 -6 J 

o bien (D* + 500/7 + 2 x 10*)» = 10* eos (1000C + 90 3 ) {1) 

Las raíces de la ecuación característica son D x = -250 +■ /37I y D, = -250 - /371 

La corriente complementaria es i c = .e' 2í01 (r, eos 371; + c, sen 371 r > y la particular, hallada por el 
método empleado en el Problema 16-14, es i p = 1.06 sen (1000; + 32 1. La corriente completa es, por tanto, 

i = e-250t (c¡ eos 371í H- c* sen mí) 4- U)6 sen (lOOOí + 32°J ( 2 ) 

De (/), para r = 0, i 0 = 0 y difeit =■• 1000. Sustituyendo en (2), r, — -0,562. Derivando (2) se obtiene 

= e -a«u (-37i e sen371t + 371CJ coa 371r) 
dt 

+ ( Cl eos371t + sen 37in(-250e'^ üt ) + 1,06(1000) coa (1Q00Í + ,32 o ) ( S ) 

Sustituyendo ; = 0, r, -0.562 y di idt = 10(X3 en (Jj resulta c 2 - -0,104. La Ecuación (2) se convierte en 
i = (-0.562 eos 371/ - 0,104 sen 37!/) -t 1,06 sen HOCO; + 32'} 

16-17 Un circuito serie RLC, con R =* 100 ohmios, L = 0,1 henrtos y C = 50 microfaradios, tiene 
una fuente de tensión senoidal i; - 100 sen (1000/ -f (p) voltios. Si se cierra el interruptor cuan¬ 
do $ ~ 90\ hallar la corriente supuesta nula la carga inicial del condensador. 

La ecuación diferencial que corresponde al cierre del circuito es 

!Ü 0 i t 0.1 ~ +-1—- f idt = 100 scnUOOOi + 90°) 

di oO x 10“ f> J 




Fig. 16-31 


(O 


o bien 


( D 1 + 1000D + 2X 10'Ot 


10 6 coa(1000/ + 90°) 


( 1 ) 
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Las raíces de la ecuación característica son D, = — 276,5 y D 2 = —723,5. 

La función complementaria es i r = c^" 21 ^ 5 ' 4- c 2 e~ 122 - s> y ¡a solución particular, obtenida por el mé¬ 
todo del Problema 16-14, í p = 0,731 sen (1000/ 4- 51,4°). La corriente completa es, por tanto, 

i = ít P '- a76 - Sj + fjí*- 733 -» 1 + 0,781 sen (1000/4- 51,4°) (2) 

Para determinar las constantes e, y c 2 se calculan ; y diftíi para t - 0 en (/), Sustituyendo los valores que 
resultan, esto es, 7 0 -■ 0 y di/dt - 1000 en { 2 ) se obtiene 

/ 0 = 0 = c,{l) + c 2 (I) -f 0,781 sen 51,4 o bien c, + c 2 = -0,610 (i) 

Derivando (2) y sustituyendo / = 0 y di/dt -- 1000, 

difdt = 1000 = -276,5/.', - 723,5c 2 -i- 78 i eos 51,4° o bien 276,5c, + 723.5c 2 = -513 {4) 

Resolviendo el sistema formado por (2) y (4), c l = 0,161 y c 2 = —0,771. Por tamo, 

i = 0,l6lt ,_ - 0,771 é? — 733 ’ ír + 0,781 sen (1000/ 4- 51,4°) 


16-18 En un circuito de dos mallas, Fig. 16-33, se cie¬ 
rra el interruptor en el instante t = 0. Determinar 
las corrientes transitorias en las mallas, /, e i 2 , y 
la tensión transitoria en el condensador v c . 

Aplicando las leyes de Kirchhoff a las dos mallas se tiene 
2 Qí, — 10 í¡¡ -- 60 o bien 2 Di, = DU (O 

* 

—10i| + lGi¿ 4- -—rr í Í 2 dt = 0 o bien ~Di l + (D + 5 X lÜ-% = 0 (2) 

De la Ecuación (7), Di, - jüi 2 . Sustituyendo en (2.1. 

—(^■DU) 4 - (D 4 5 x 10 *)¡g = 0 o bien (D 4- 10 5 }íj — 0 (í) 

La solución de la Ecuación (.i) contiene solamente una-función complementaria, ya que la ecuación es 
homogénea. Por tanto, 

¡a = írí ísil (4) 

Poniendo / - 0 en Ja Ecuación ( 7 ). - 10/, 4 - 10 ; 2 = 0 o bien /, = i 2 . En consecuencia, la Ecuación (7) para 
í =*0 se convierte en 20/, -- 107, — 50. de donde /, = i 2 = 5 A. Sustituyendo este valor de i 2 en (4) se ob¬ 
tiene c =• 5. Por tanto, 

¿ 2 = Be " 10 ’ 1 {$) 

La corriente transitoria /, se obtiene ahora sustituyendo (J) en la Ecuación (7). Entonces, 

206 — 10(5 e" lu f ) = 50 c i, — 2.5 4- 2,5 c “ 10 * 

La tensión transitoria en e! condensador, /y, se obtiene integrando, respecto del tiempo, la intensidad de 
la corriente en la malla i 2 - 


^ ion 

o ~~-o—W/V^ 


H 


:ion 
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Fig. 16-33 
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5 e“ l0 t di = 


25(1 - 


16-19 En el circuito de dos mallas de la Fig. 16-34 se cie¬ 
rra d interruptor en el instante / = 0 y la fuente 
de tensión es i? -- í5í¡ sen 1000/ voltios. Hallar 
las corrientes de malla e i 7 (véase el esquema). 

Las leyes de Kirchhoff, aplicadas a ias mallas, pro- 
porcionan e! sistema de ecuaciones 

107j + 10 /, + 0.01 =* 3 50 sen 1000 / 

1 dt 

o bien (77 + 1500)/, 4 lOOOrí = 15.000 sen 1000/ (7) 


ion 
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15/, + 10*! = 150 sen iOCHJí (2) 

De la Ecuación (2), 0 = 10 sen JOOOr - §/', ■> í 

Sustituyendo en la Ecuación O) se obtiene la ecuación diferencial 

(Z> + 833 = 5000 sen 1000/ {4) 

La solución completa, según el método del Problema 16-14. es 

= c «C a33r -f 3.84 sen (1000/ - 50,2') (J) 

Llevando ahora esta expresión de i¡ a la Ecuación (i) se deduce 

i 1 = - 2,56 sen (1000/ - 50.2) + 10 sen 1000/ 

= -4ri"* 4 *’ + 8.58 sen (1000/ + 13.25') (d) 


La intensidad de la corriente de malla i, circula por una bobina y tiene que anularse para / = 0. Sustitu¬ 
yendo en la Ecuación (J), 0 = c(l) + 3,84 sen (-5Ü.2 : ), de donde c = 2,95. El sistema de ecuaciones en las 
corrientes de malla es, por tanto, 

i t = 2 ( 95r 831r + 3.84 sen (1000/ - 50.2") e i 2 = * 8,58 sen (1000/ + 13,25*) 


Problemas propuestos 


16-20 En el circuito serie RLáe la Fig. 16-35 se cierra el interruptor 

en el instante / = 0. Después de 4 milisegundos se abre el inte¬ 
rruptor S 2 . Hallar la intensidad de comente en los intervalos 
0 < / < /' y t' < 1. siendo /' = 4 milisegundos. 

Sol. i = 2(1 - e" 500 '); i = 1,06^ ,íüüll ' r J - 0,66?. 


16-21 Se aplica, cerrando un interruptor, una tensión constante a un 
circuito serie RL. La tensión entre los extremos de L es 25 
voltios para / = 0 y cae a 5 voltios para / = 0,025 segundos. 
Si L = 2 henrios, ¿cuál debe ser el valor de /?') 

Sol. 128,8 n. 



Fig. 16-36 


16-22 En el circuito de la Fig. 16-36 se cierra el interruptor 5, en d instante / = 0 y se abre S 2 para / = 0,2 segun¬ 
dos Determinar las expresiones de la corriente transitoria en los dos intervalos, 

Sol. i= 10(1 ~ f" 10 ’); /= 6,97?-^'" J - 1.67. 

16-23 En e) circuito de la Fig. 16-37 se cierra el circuito en la posición 1 en el instante / = 0 y se pasa a la 
posición 2 después de transcurrido 1 miíisegundo. Hallar el tiempo para el cual la corriente es cero e invierte 
su sentido. Sol. 1.261 ms. 



Fig.16-36 


Fig.16-37 
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16-24 En el circuito de la F'ig. 16-38 se ha cerrado d interruptor en la posición 1 el tiempo suficiente para que se 
establezca el régimen permanente de corriente. Si se pasa et interruptor a la posición 2 existe una corriente tran¬ 
sitoria en las dos resistencias de 5Ü ohmios durante un corto tiempo. Determinar la energía disipada en las re¬ 
sistencias durante este régimen transitorio. Sol. 8 j. 


16-25 El circuito RC de la Fig. 16-39 tiene en d condensador una carga inicial q v = 800 x 10“ 6 culombios, con la 
polaridad señalada en el esquema. Hallar los regímenes transitorios de corriente y carga que se originan al 
cerrar el circuito. Sol. ¡= — 10c-’ 2ií ' ,cH ' A; q = 400( 1 + e~ z ' 5 * I0 ' lf ) * I¡} -6 C 



50 Í1 


4 H 



16-26 Un condensador de 2 microfapadios y una carga inicial y 0 = 100 1 10“ 6 culombios se conecta entre los ter¬ 
minales de una resistencia de 100 ohmios en el instante ; ~ 0 Calcular el tiempo en el que la tensión de régi¬ 
men transitorio en la resistencia cae de 40 a 10 voltios. So!. 211A us. 


16-27 En el circuito de La Fig. 16-40 se pone el interruptor en la posición 1 en el instante / = 0 y se conmuta a ia po¬ 
sición 2 después de una constante de tiempo I t. Hailar las expresiones en el régimen transitorio, de la comen¬ 
te en ambos intervalos 0 < t < t' y ¡' < Sol. i = O.Se -200 '; i = -0.5Ióe“ iOlll ' _i ' J A. 


16-28 En relación con el Problema 16-2? resolver la ecuación diferencial referida a la carga. Deducir de las funcio¬ 
nes carga en régimen transitorio las intensidades correspondientes y comparar los resultados. 

16-29 En el circuito de ia Fig. 16-41 se pone el interruptor en la posición i el tiempo suficiente para que se establez¬ 
ca el régimen permanente y se conmuta después a 2. Se establece una corriente de régimen transitorio, disipán¬ 
dose durante éste una energía determinada en las dos resistencias. Obtener esta energía y compararla con la 
almacenada en e! condensador antes de conmutar el interruptor. Sal. 0,20 J. 


16-30 En el circuito de la Fig. 16-42 el condensador C, tiene la carga inicial q 0 = 300 ■ 10“*■ culombios. Si se cierra 
el interruptor en el instante / - 0. hallar la corriente y ¡a carga en el régimen transitorio y la tensión final del 
condensador C t . Sol. i= 2,5c" 2-5 *A; q - 200(1 + 0,5e _i,i * lü<, j * JO -6 C; 33,3 V. 


16-31 


Hallar, en el problema anterior, las tensiones de régimen transitorio r C| , t- Cl y i>. Demostrar que su suma es 


nula. 


Sol. 


= 33.3 4- 16,7i 


- 2.5 * l O^í . 


- -33.3(1 - 


2.5 •< 10*1 


1; v R = - 50c 


■ 2,5 í 10«i 



Ci 



20 n 

-VWA 


■' f-r 1 



16-32 


Fiff,16-41 


■ Fiat, 16-42 


Fig. 16-43 


En el circuito serie RC de la Fig. 16-43 d condensad o i 
el instante f — 0. Determina! 1 <¡¡ } sabiendo que la pote 
360c 'vanos. Sol. 120-10" 6 C. 


tiene una carga inicial ) d interruptor se cierra en 
t'.da de régimen transí lorio en la resistencia es p t{ = 


16-33 Un circuito serie Ri.C, con R - 200 ohmios, 1. ■= 0.1 henrios y C - 100 microfaradios. se le aplica en el ins¬ 
tante / - 0 una tensión constante de 200 voltios. Determinar ia intensidad de corriente suponiendo que el con¬ 
densador no tiene carga inicial. Sol. ■ - 1 .f-55e v_ - !.055t-“ l<ÍJÍ8r A. 

16-34 l Jn circuito serie RLC\ con R — 200 ohmios > L -- 0,1 henrios. adquiere un amortiguamiento critico para 
un valor determinado de la capacitancia. Determinar la capacidad C del condensador, Sol. 10 ;jF. 

16-35 Hallar la pulsación natural de un circuito serie RLC ea el que R - 200 ohmios, L — 0,1 henrios y C = 5 mi¬ 
crofaradios. Sol. 1000 rad s. 



























264 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS 


[CAP. 16 


16-36 A un circuito serie RLC. con R = 5 ohmios, L ~ 0,1 henrios y C - 500 THernP(r a A¡ rt <. i 

17 ': sr- K - 10 —- -2SSE d ,ns - 


16-37 


16-38 


wíSjÜr»^'? icad “ V" Circuil0 , seríe * L “ ' - "» «» f«X f *1 voltios. Los valores de * v L 
" 0hm '°ÍI' / STr ¡Z i ^ ¡ 0b — - — -altante para Jco- 

Et circuito serie «i de la Fi*. 16-44 está funcionando en régimen senoidal permanente con el interrumor en la 
posteton L Se conmuta el tnterruptor a la posición 2 cuando la fuente de tensión es r . 100 cos 00r + 45'4 
volt,os. Obtener la comente en régimen transí,orto y representar «I último semiciclo del régimen p^nanente 
jumo con el regento transitorio, para que se observe el paso del uno al otro Sol 71 o 2S2r “ 





: 306(1 


1 1 >i 



*0 


soon 


: 0.3 lef 



ion 


16-39 


16-40 


16-41 


Fi *- 16 - 44 Fi * l6 -« FI*. 16.66 

En un circuito serie Re, F jg. 16-45. el condensador nene una carea inicial q a = 75 x m-b cu i om i.* . 

indicada en el esquema En el ínstame en que 0 = 30 se aplica la tensión senoidal r =tQQ sen 
{JUuu/ + tp) voltios. Obtener la comente en el régimen transitorio 
Soi. i = 0.153Se~*‘ lüit + 0,0484 sen (1000/ + 106 }. 

En et problema anterior, ¿qué carga inicial debería tener el condensador para que ai cerrar el interruptor ia 
corriente pasara directamente al régimen permanente sin transición? 

Soi, 13,37 x 10" 6 C. + en Ja placa superior. 

Demostrar que un circuito serie RLC con una fuente de lensión c = 1 
ción particular de la ecuación diferencial dada por 

V 
r 


sen |íu/ + <p) voltios tiene una soiu- 


V 


. '- sen f ut -r <p + are ig {}¿e£. 

VR 2 + {1/tfC - *L)2 \ R ) 


1M3 


16*44 


16*42 A un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios. L = 0.1 henrios y C = 500 rmcrofa radios. se le aplica en el ins¬ 
tante en que 0 = 0 o Ja tensión senoidal r = 100 sen (250/ + ¿| voltios. Hallar la comente resultante 
Sol, i ~ e 251 (5,42 eos 139/ - 1.89 sen 139/) +■ 5,65 sen (250/ - 73.6" |. 

En un circuito serie RLC con R - 200 ohmios, L - 0,5 henrios y C « 100 microfaradios, hay una fuente 

de tensión v - 300 sen {500/ + ip) voltios. Si se cierra el interruptor en el instante que 0 = 30 determinar la 
comente resultante. Sol i = 0,517c—’- 0,J97«-**-* + 0,983 sen (500/ - 19 ). 

Un circuito serie RLC , COn R = 50 ohmios, I « 0,1 henrios y C « 50 microfa radios, tiene la fuente de ten¬ 
sión senoidal v = 100 sen (500/ + <p} voltios. Si se cierra el circuito en el instante en que ó = 45 determinar 
la corriente resultante. 

Sol, ¡ = (T 1 » 0 ' (-1,09 eos 371/ - 1,025 sen 37]/) + 1,96 sen (500/ + 33.7 ; ). 

En un circuito de dos mallas, Fig. 16-46, la fuente de lensión en la malla 1 viene dada por v = !00 sen 

1200 / + 0) voltios. Determinar el régimen transitorio de Jas comentes / t e si e ¡ circuito se cierra en ej ins¬ 
tante en que (f> = O", 

Soi. i x --= 3,01/’“ l00r + 8,96 sen (200/ - 63,4°); i 2 - 1.505c' ,nfl ' 4 4,48 sen (200/ - 63,4") 

En el circuito de dos mallas de la Fig. í 6-47 hallar las corrientes /', e i 2 al cerrar el interruptor en el instante / = 0 
Sol i } = 0,1 Ole" 100 ' 4 9.H99<7" 1 * Sií<)í ; i 2 - - 5,05c” Jlí ®' 45 + O.Sé' - ^ 50 '. 

En el circuito de dos mallas de la Fig. í 6*48 se cierra eí interruptor en e! instante t - 0 . Determinar las corrien- 
i« ¡i e i 2 . Sol i x ■■■■■ 1,67c 15,6 1 i 5; ¡ 2 = — 0,555c _4,<t7r 4 - 5 . 

■AA.W - - - - 


16-45 


16-46 

16-47 




[ 

L 


-WvV- 

5Q 


; iu 


h 


r 


Jüü V 


jo.s Pf 



10 u 


Fir 16-47 


Fig, 16-48 












































Capítulo 17 


Análisis del régimen transitorio por el método 
de la transformada de Laplace 

\ 

INTRODUCCION 

En el Capítulo 16 hemos estudiado la corriente en el régimen transitorio en circuitos que contie¬ 
nen elementos capaces de almacenar energía. Aplicando las leyes de Kirchhofif a dichos circuitos re¬ 
sultan una o más ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo, según la configuración del circuito. 
Estas ecuaciones las hemos resuelto por los métodos clásicos. Sin embargo, en muchas situaciones, no 
conviene emplear esos métodos, razón por la cual vamos a ver otro método, que se llama de la transfor¬ 
mada de Laplace, que proporciona la solución directa de una ecuación diferencial en determinadas 
circunstancias. Además, en el caso de algunas funciones de forma irregular, no se pueden manejar con 
facilidad por los métodos clásicos y el método de Laplace, en cambio, proporciona una solución muy 
elegante. 

Este capítulo solo muestra las aplicaciones básicas del método de la transformada de Laplace. 
Se prescinde de las demostraciones matemáticas rigurosas y de aquellas aplicaciones más complejas, 
remitiendo al lector a los textos consagrados a capítulo tan importante de la matemática aplicada. 


LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Sea f(t) una función de t definida para todo / > 0; la transformada de Laplace, que se expresa con 
el símbolo £[/{/)], se define por 

-C[/(0] = F(s) - C fii)e-"dt (1) 

en donde el parámetro s puede ser un número real o complejo. En las aplicaciones a la teoría de circui¬ 
tos, s - c + jcü. La operación <£[/(/)] transforma una función /(/} en el dominio dei tiempo en una 
función F(s) en el dominio de la pulsación compleja o dominio de la variable s. Ambas funciones, /(/) y 
F{$), forman un par de transformadas. Existen tablas en donde se encuentran estos pares de funciones. 
Las transformadas de la Tabla 17-í son suficientes para los fines que se persiguen en este capítulo. 

Las condiciones suficientes para la existencia de la transformada de Laplace son que la función 
f{t) sea {«} continua a intervalos y ( b ) de orden exponencial. Una función f(t) es de orden exponencial 
si [A0| < 'fe 8 ' para todo / > t Q , siendo A y t 0 constantes positivas. Si se cumplen estas condiciones, 
la integral de la transformación directa es convergente para todo a > a, y existe F(s). En el análisis de 
circuitos, todas las funciones cumplen las condiciones { a ) y (b). 


Ejemplo 1. 


La función representada en ¡u Fig. 17-1 se llüma junción es¬ 
calón y se define por / (/) = A, ( > 0. Hallar su transformada de 
Laplace. 

Aplicando la ecuación (/) a la función /(/) = A tendremos 




i 



~ A 
— — 

1 Ae~ I( dt - 

0 

s 




JO 


A 

s 



Ejemplo 2. 

Hallar la transformada de Laplace de la función f{t) = e 


Fig.17-1 

siendo a una consiante. 






1 e~ at €~ %i dt — 




d(, 


r_ 

L 1 


i 

s + o 


í 
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Fjgm pln 3. Hallar la transformada de La place de la función /(/) = sen col. 


-C(sen«í] = } 

J n 


sen tít e~ i 


■tt ot — f~ -s{senwf)e — e ,r u eos «ot"!" _ u 

L s 2 + «2 ] 0 S 2 + «2 

Ejemplo 4. Hallar la transformada de Laplace de Ja función derivada, dfjdt. 

J ’tt 

{dffdt)e~'t dt 
a 

Integrando por partes, j u dv — uv — J' v du siendo u = e~ a , dv — df, v — /, 

[dfjdt] ~ “ X K~ se ~'^ dt ~ _ ^ 0+ í + *f /« _,í dí = ~/(0+) + sF(s) 

en donde /(0 + ) es el valor de Ja función cuando se aproxima a cero por la derecha, es decir, eJ valor de la 
función para t = (0+). 

Ejemplo 5. Hallar la transformada de Laplace de la función integral, J f(t) dt. 

41'H = JT/ /{*) dt e-«dt 

Integrando por partes, haciendo « = /<(> dt y dv = e~" dt, 

<[/ mit ] = [/ mit (-F--)!"" X" 


= Í//M 


dt 


en donde 


fm 


0 + 


+ ; F(S > 


dt 


0 + 


es el valar de la integral en Q -K que se puede escribir también/ 1 (0 + }< Así, pues, la trans¬ 


formada de Laplace de una integral es 

m dt 


= ;F{ S ) + ; /-»((>+) 

5 5 


Los pares de transformadas obtenidos figuran en la Tabla 17-1, 

APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

En el circuito serie RC representado en Ja Fig. 17-2 el condensador tiene uua carga inicial q Q con 
la polaridad indicada en el esquema. Al cerrar el interruptor, debido al generador de tensión constan¬ 
te V, ya dicha carga inicial, circula una corriente de intensidad variable /, de manera que Ja ecuación 
diferencial del circuito es 

Ri + ^fidt = V (2) 

Llamando /($) a la intensidad de corriente en el dominio de la va¬ 
riable s y aplicando la transformada de Laplace a cada término de 
la ecuación (2) resulta 


-o^i> 


+ 


<[*<] + -eré/*'"] = -<iri 




( 8 ) 

(+) 



Fig. 17-2 


Ahora bien,/ -, (0+) = i i di = Q( 0+)- La carga inicial q 0 es positiva en la armadura 

i/ |0 + 

superior del condensador, la misma que la del borne superior del generador V. Por tanto, el signo es 
positivo. Introduciendo q 0 en la ecuación (4), 


*'<■>**>*£ - r 


(5) 


Agrupando términos y sacando factor común /(s). 
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Tabla 17-1 

TRANSFORMADAS DE LAPLACE 



A0 

F(s) 

1. 

A t^O 

A 

s 

2. 

Ai t ^ 0 

A 

s 2 

3. 

c -at 

1 

s + a 

4. 

íe.~’ aí 

í 

(S + O) 2 

5. 

sen wí 

u 

S- 4- w 2 

6. 

eos ut 

s 

S 2 + ur 

7, 

sen {«£ + 0) 

s sen s + w eos $ 

s 2 + « 2 

8. 

eos (uí + 0) 

s eos 8 — tí sen 8 

S 2 + o 2 

9. 

e " at sen 

U 

{s + a) 2 + 

10. 

e _at eos «t 

(s + a) 

(s -i- a) 2 + w 2 

11. 

senh ut 

o 

S 2 - u 2 

12. 

cosh wt 

s 

13. 

áf/dt 

sF(b> - /(OH-) 

14, 

f f(t)dt 

F(s) ( /“M0+) 
s s 

15. 

Ht - í,) 

r'i‘F(s) , 

16. 

/i(í) + hit) 

F¡(s) + F 2 (s) 














































268 


ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE [CAP. 17 


/(s) 


r + ±) = í 

os/ s 


Qo_ 

Cs 

V - 9 o/C 


<*) 

(?) 


con lo que I(m) = - (V - ,,/C)^^— —g— (TTl/fiCj 

La ecuación (7), en el dominio de la variable s, tiene su correspondiente i en el dominio del tiem¬ 
po i. La operación por la cual F($) se transforma en f(t) se llama transformada inversa de Laplace, y 
se representa por el símbolo ¿J^ 1 [F(s)] = /(/). En la Tabla 17-1 se observa que la fundón F(s) del par 
de transformadas 3 equivale al término l,/{s + 1 ¡RC) de la ecuación (7). Así, pues, de la definición de 
la transformada inversa de Laplace y de la tabla se deduce 


■C-‘[/(s)] = 


. = ( V --^ 


\ /i-l. 

r 1 i 

K 1 

Ls + 1/A‘C_ 


R 


WC g-t/RC 


( 8 ) 


La ecuación {5), en el dominio del tiempo, es la corriente transitoria que comienza a circular en 
cuanto se cierra el interruptor en un circuito serie RC cuyo condensador contiene una carga inicial q 0 . 
En la ecuación (5), en el dominio de la variable s, ya se habían introducido las condiciones iniciales y, 
en consecuencia, la ecuación que resulta de la transformación inversa contiene dichas constantes. 

Obsérvese que por simples operaciones algebraicas en (ó) y (7), la función /($) se ha reducido a 
uno de los tipos que aparecen en la tabla, facilitándose de este modo la obtención de la transformada 
inversa de Laplace. 

En la Fig. 17-3 se representa la función del tiempo con una corriente-inicial (V - q 0 /C)/R. Si 
q 0 /C = V no existe régimen transitorio, ya que la carga inicial del condensador produce una tensión 
igual a la tensión aplicada V. Si la carga inicial q 0 es de polaridad opuesta, cambia el signo asociado 
a qJC, con lo que la intensidad de corriente inicial podría ser muy grande. 

Al cerrar el interruptor en el circuito serie RL de la Fi¬ 
gura 17-4, debido al generador de tensión V, circula una co¬ 
rriente de intensidad variable i de manera que, según las leyes 
de Kirchhoff, 


Ri + L% = 
dt 


V 


(5) 



Aplicando directamente la transformada de Laplace a cada 
término resulta 

<m + = -cm («) 

Rl{ s) + sZJ(s) - Li( 0+) = V/s {11) 


*r 




I 


-^Sésir 


R 

VAVA- 


J 


Fig. 17-4 


La corriente inicial ¿(0+ } en un circuito serie RL, que es cero antes de cerrar e! interruptor, también 
lo es para / = 0+. Sustituyendo 7(0+) = 0 en la ecuación (77), 


de donde, 


/(■) - 


/(&) (7? + sL) 
V 1 


V/s 


= Y.fi\ 


s {i? + sL) 


1 


L \s¿ (s + R/L) 


(J*> 

(i*) 


La función en la variable s de la ecuación (73) no aparece directamente en la Tabla 17-1; sin em¬ 
bargo, si se escribe en la forma Af 's + 7?/(s + R/L). teniendo en cuenta los pares 1 y 3, el par 16 indica 
que la función del tiempo total es la suma de dos funciones del tiempo, es decir, J2 _1 [F x (s) 4- F 2 (s)] = 
/,(/) Para obtener la suma deseada se descompone el segundo miembro de (73), prescindiendo 

de la constante VfL, en una suma de dos fracciones 


A 

s 


B 


A(s + R/L) + Bs 


s(s + R/L) s ■ {s + R/L) s(s + R/L) 

De los numeradores se deduce la siguiente ecuación en la variable s: 


(í *> 


1 


(A + B) s + AR/L 


(1S) 
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Igualando los coeficientes de los términos de igual grado en s resulta 

A + B — 0, A — L/R, B — —L/R (16) 

Mediante las fracciones simples indicadas, con A y B determinados, la ecuación (13} se convierte en 


/(s) 


V/L/R -L/R \ __ V /I 

L\s s + R/L) ~ 


1 


s + R/L 


(17) 


Aplicando las transformaciones 1 y 3 de la Tabla 17-1 se obtiene la expresión de la transformada 
inversa, es decir. 


con lo que 


■c-[/<>)] = i 

i 



(18) 

<«) 


La ecuación (19) es el conocido crecimiento exponencial de la intensidad al valor V/R del régimen per¬ 
manente. 


METODOS DE DESARROLLO 

En el análisis de circuitos es necesario, con mucha frecuencia, expresar un cociente como suma 
de fracciones simples con objeto de hallar la transformada inversa de Laplace, ya que en el dominio 
de variabfe s la corriente suele venir definida como cociente de dos polinomios en s, 

/(s) = P(s)/Q(s) .{20) 

en donde £>{s) es de mayor grado que P{ s). Ya hemos visto un ejemplo de desarrollo de un cociente en 
la ecuación (14). 

Vamos a examinar ahora la aplicación del método de desarrollo en fracciones simples a los dife¬ 
rentes casos que se presentan con los cocientes de dos polinomios. Asimismo, veremos otro importante 
método basado en la fórmula del desarrollo de Heaviside. Su aplicación conduce, por otro camino 
al cálculo de la transformada inversa de Laplace de un cociente de dos polinomios. 

I. Desarrollo en fracciones parciales. 

La ecuación (20) se puede escribir como una suma de fracciones cada una de las cuales tenga por 
denominador uno de los divisores de £(s) y por numerador una constante. En el desarrollo riel cocien¬ 
te P(s)/0(s) se deben considerar las raíces de £(s), Estas pueden ser reales o complejas, lo cual da lugar 
a los siguientes casos. 

Caso J. Raíces reales simples de £?($). 

Consideremos la siguiente expresión de la intensidad de corriente en el dominio de la variable s. 


m = Pis} - 


s - 1 


Q(s) s 2 + 3s + 2 
Descomponiendo en factores (?(s), la ecuación (21) adquiere la forma 


( 21 ) 


I(s) = 


{s + 2)(s + 1) 


+ 


B 


s + 2 5+1 


( 22 ) 


Para s = — 2 y s = —1 la expresión anterior tiende a infinito; estos valores de s se llaman polos 
simples de la función. El coeficiente de un polo simple s = s 0 viene dado por /(s) (s - So) | Por tan¬ 
to, para hallar el coeficiente A t multiplicamos los dos miembros de (22) por (s + 2): " 


Sustituyendo s — —2, 


s — 1 


(s + 2)(s + 1) 
A 


(s + 2) — A 

s — 1 


s + Ü 


i = -2 


(ífi) (s + 2 > < áS > 

3 
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Análogamente, 


B = 


5 — 1 
s + 2 


= -2 


f = - 1 


Sustituyendo estos valores en { 22 ), la intensidad de corriente en el dominio de la variable s es 

3 . —2 


I(s) = 


s + 2 + s + 1 


(W) 


La transformada inversa de Laplace de /(s), de la Tabla 17-1, es i — 3e 21 - 2e~'. 

Otro método. Multiplicando los dos miembros de ( 22 ) por (s + 2)(s + í): 

s -1 = A(s + 1 ) + 5(s + 2) = {A + J5)s + A +- 2B 

Igualando los coeficientes de los términos de igual grado en s, ^ + ¿I = 1 y A + 25= — 1, Por tan¬ 
to, A — 3 y B — —2, que son los mismos valores que se obtuvieron anteriormente. Este método con¬ 
duce siempre a un sistema de ecuaciones que se ha de resolver para deducir los coeficientes, mientras 
que en el primer método se obtienen ecuaciones independientes para cada coeficiente. 

Caso 2 . Raíces reales múltiples de £?($). 

Consideremos la siguiente expresión de la intensidad de corriente en el dominio de la variable s: 

I( s ) = ÍM 
w Q(«) 

i 

Entonces. 


s(s + 3) 2 

Multiplicando los dos miembros de |2ó) por s y haciendo $ = 0 , 

1 


1 _ 1 
s(s 2 + 6s + 9) s{s + 3) 2 

(25) 

ABC 
s s + 3 r (s + 3) 2 

(26) 


A = 


{s+zy 


*=0 


1 

9 


En el caso de raíces múltiples, el coeficiente de! término de segundo grado viene dado por 
/(s)(s-so) a | 1=t# . Por consiguiente, 

c - h - _1 
C ~ S ,= 3 ~~ 3 

El coeficiente del término lineal viene dado por la expresión ^ [J(s) (s — so) 2 ] 


. Es decir, 


i = Su 


s = s(i 


* = -3 


1 

s 2 


i - -3 


1 

9 


Sustituyendo estos valores en la ecuación [26] se obtiene la intensidad de corriente en el dominio 
de Ea variable s, 

_ i _ _J_i_ 

s s + 3" (s + 3) 2 


/(s) = 


(27) 


con lo que la transformada inversa de Laplace es i ' = 5 - §e 31 — 

Otro método. Multiplicando los dos miembros de (26) por s(s + 3 ) 2 resulta 

1 = A(s + 3 ) 2 + 5s(s + 3) + Cs = (A + 5)s 2 + (6A+35 + C)s + 9A 

Igualando los coeficientes de los términos de igual grado en s, A + B — 0, 6 A + 35 + C - 0 y 9A = 1; 
por tanto. A = B = —§ y C = — 5 , que coincide con lo que obtuvimos anteriormente. 

Caso 3. Raíces complejas de £?{s). 

Consideremos la siguiente expresión de ¡a intensidad de corriente en el dominio de la variable s: 


/(*) = 


P(s) 


«w 


s 2 + 4s + 5 


(s + 2 + j'){s + 2 — j) 


( 28 ) 


Como las raíces de Qlsj son complejas conjugadas, los numeradores de-las fracciones también han 
de ser conjugados. Es decir. 
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(s -F 2 + /){s -F 2 — 


*7 + 


s + 2-F; s-P2-j 
Multiplicando los dos miembros de (29) por (s + 2 + j) y haciendo s = —2 — j resulta 


271 

{ 29 ) 


A = 


s + 2 - j 


= ñ 


A* = -H 


* = i 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (29), la intensidad de corriente en el dominio de la variable 5 es 

ñ , -ñ 


m = 


“ + 


s + 2-F? s + 2-j 


(SO) 


La transformada inversa de Laplace es í — e~ 2t sen t. 

Otro método. Multiplicando los dos miembros de (29) por ($ + 2 + j)(s *-F 2 — j) se obtiene 


1 = A(s + 2 — j) -F A*(s + 2 + j) 

Igualando ios coeficientes de los términos de igual grado en s, ¿4 + A* ~QyA(2- j) + A*(2 + j) = 1; 
por tanto, A = jj y A* = —j\. 


2. Fórmula del desarrollo de Heaviside, 

La fórmula de Heaviside establece que la transformada inversa de Laplace del cociente 

/<») = míQis) es 


>-l 


LOMJ 


«£í Q'(a k ) e 


( 31 ) 


en donde los coeficientes a k son las n raíces distintas de £(s). 

Aplicando este desarrollo de Heaviside a la expresión de la intensidad de corriente en el dominio 
de la variable s del caso 1, 


/<») 


P(s) 

Q{s) 


s — 1 

s 8 + 3s + 2 


s — 1 

(s + 2)(s +1) 


(«i 


Ahora bien, P( s) = s — 1, 0(s) = s 2 + 3s + 2 y Q'(s) = 2s + 3. Las raíces son = — 2y a 2 = —1. 
De (J I) se obtiene 


i 



P(- 2 ) 
Q'(~ 2) 


e- 2 ' 


+ 


P(-D c -, 
Q'{-D 



Se-* - 2e~* 


TEOREMA DEL VALOR INICIAL 

Del Ejemplo 4, 

j "t oO 

(df/dt)e-«dt = sF(s) - /(0+) (Sí) 

o 

Haciendo el límite de la ecuación (33) cuando $ -* co, 

lim f (dfjdt)e- u dt = lim {sF(s) — /(0+)} ($4) 

«o t-+ * 

En el integrando aparece la función e~*\ que tiende hacia cero cuando s -► oo. Por tanto, 

lim [s F(s) — /(0+)} = 0 (SS) 

Como /(0+) es una constante podremos escribir la expresión (i5) en la forma 

/(0+) = lim (sF(s)) ( 36 ) 

La ecuación (36) constituye el enunciado matemático del teorema del valor inicial. Por consiguiente, 
para hallar el valor inicial de una función del tiempo,/(í), se multiplica por s la función correspondiente 
F(s) en e! dominio de la variable s y se hace el límite cuando s —► co, 
























272 


ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE [CAP. 17 


Ejemplo 6. 


En el circuito serie RC de la Fig. 17-2 la expresión de la intensidad de comente, en el dominio de la va- 
V-qJCf 1 \ 

riable s, es J(s) - - R “ í(s + l/RC)j [ v ^ ase ecuación (7)]. Hallar la intensidad de corriente inicial ¿(0+) 


aplicando e) teorema del valor inicial. 

De la ecuación (36). 

'V - qo /C { 


i(0+) “ lim 


l -* oú 


R 


\(s + l iRC)J 


Al _ y-Qo/C 


R 


Este resultado se pone de manifiesto en la Figura 17-3. 

TEOREMA DEL VALOR FINAL 

En el Ejemplo 4, 

£[df/dt] — § (df/dt)e~* i dt — sF(s) - /(0+) 


(S7) 


(S8) 


Haciendo el límite de la ecuación (37) cuando s -»0, 

00 

(df/dt)e~ lt dt = lim (sF(s) - /(OH-)} 

0 

Como lim f (df/dt)e-'*dt = C df = /(*)-/(0) y lim/(Ü+) = /(0+), ia 

«“) - /(0) = -/(0+) + lim (sF(s)) (39) 


ecuación 


(55) se convierte en 
o bien 




/(») = lim {sF(s)) 


í^O 


m 


La ecuación (40) constituye el enunciado matemático del teorema del valor final. Por consiguiente, 
para hallar el valor final de una función del tiempo,/(r), se multiplica por s la función correspondiente 
F(s) en el dominio de la variable s y se hace el límite cuando s-»0. Sin embargo, la ecuación (40) solo 
se puede aplicar cuando todas las raíces del denominador de & F($) tienen las partes reales negativas. 
Esta restricción excluye las funciones senoidales, ya que la función seno está indeterminada en el in¬ 
finito. 

Ejemplo 7. 

En et circuito serie RL representado en la Fig. 17-4 la intensidad de corriente en el dominio de la variable 


V 1 


1_l Fvé 


s es/(s) - R | s s * R/L ( 


[véase ecuación (J7)]. Hallar la intensidad final aplicando el teorema de] valor 


final. 


De la ecuación {40 ), 


V 


!(<=) ' lim o < - - 


,« o í? l s s + R/L 


V/R 


ANALISIS DE CIRCUITOS EN EL DOMINIO DE LA VARIABLE 5 DE LAPLACE 

La ecuación del circuito serie RLC representado en la Fig. 17-5 es 

Ri -r + i § idt = v (¿I) 

Esta ecuación integrodiferencial ha sido resuelta en ei Capitulo 16 por los métodos clásicos al efecto. 

En régimen permanente senoidal, las impedanrias complejas de los tres elementos del circuito R, 
L y C, en función de a>, son R,ja)L y 1 f jwC, respectivamente. Transformando la ecuación del circuito, 
escrita en el dominio del tiempo, al dominio de la pulsación, las corrientes y tensiones se convierten 
en fasores. En estas condiciones, la ecuación del circuito serie RLC de la Fig. 17-6 es 

R1 + jM + (l/j w C)I = V (42) 

La ventaja que se deriva de la transformación es que la ecuación transformada se puede tratar algebrai¬ 
camente despejando en ella el fasor intensidad de corriente I. Las diferentes caídas de tensión son los 
productos de la impedancia de cada elemento particular dd circuito por dicho fasor intensidad. 
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—-lí- 

R L 


-O 

v 

Fifí-17-5 


——1 / ... 

R j»L n 






V 

Fif. 17-6 


En el método de la transformada de Lapiace, a ja 
caída de tensión en una resistencia Ri, en el dominio del 
tiempo, corresponde Rí( s) en el dominio de la variable s. 
Análogamente, a la caída de tensión en una bobina, 
L{di/dí) corresponde sLI(s) - Li{ 0+ ), y a la caída de ten- 


0--Q_ 


R 

J{») 


sion en un 


condensador ^ \ i dt, corresponde ~ /(s) + -^. 

+/ su s C 


Por consiguiente, el circuito serie de la Fig. 17-7 satis¬ 
face la ecuación 


Lí{0+) 1/sC 


O 


V(s) 

Fig-17-7 


o bien 


RI(s) + sLI( s) - Li(Q+) + ¿/(s) + ^ = V(s) 
I{s){R + s L + 1/sC) = F{s) - q¿sC + ¿i(0+) 


(«) 

m 


En la ecuación [44) el término R + sL + 1/s C, o impedancia Z(s) en el dominio de h variable s, 
es la relación entre la excitación y la respuesta. Se observa que Z(s) tiene la misma forma que Ja impe¬ 
dancia compleja en régimen permanente senoidal, R + jo>L + 1 ¡jo>C. El sistema de ecuaciones que 
resulta al aplicar los métodos de las corrientes de malla y tensiones en los nudos en el análisis de cir¬ 
cuitos se transforma fácilmente al dominio de la variable s, teniendo en cuenta los signos y las condi¬ 
ciones iniciales 1/(0+) y q 0 /sC . 

Consideremos el circuito representado en la Fig. 17-8(a) por el que circula una corriente de inten¬ 
sidad / 0 cuando el interruptor está en 3a posición 1. En el instante / = 0, el conmutador pasa a la po¬ 
sición 2, introduciendo en el circuito un generador de tensión constante V y una carga inicial q 0 en el 
condensador. El sentido positivo de la corriente i es el de las agujas del reloj, como aparece en el es¬ 
quema. 



Fig.17-S 


La tensión constante del generador se transforma en V/s, y la intensidad de corriente que circula 
en /($), como se indica en la Fig. 17-8(ó). Los términos que constituyen las condiciones iniciales repre¬ 
sentan generadores cuyo sentido aparece en el esquema del circuito y la ecuación correspondiente es 
idéntica a la ecuación (44). Es evidente que si la corriente inicial / 0 circulara en sentido contrario, o la 
carga q 0 tuviera polaridad opuesta, los signos de los términos Li(Q +) y q 0 ¡sC, respectivamente, cambia¬ 
rían de igual forma. Los ejemplos siguientes ponen de manifiesto cómo las ecuaciones en el dominio de 
variable s son análogos a las ecuaciones fasoriales que vimos anteriormente. Todos los teoremas de 
circuitos estudiados en régimen permanente senoidal tienen su expresión en el dominio de la variable s. 
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Ejemplo 8. 


En el circuito de dos mallas de la Fig. 17-9 se eligen las corrientes de malla en el dominio de la variable s 
como se representa en el propio esquema. Si se cierra el interruptor en el instante / = 0, deducir las expresiones 
de / x (s) e /¿(s), 

Al cerrar el interruptor se aplica al circuito la tensión 
y ¡ s del generador, y el sistema de ecuaciones en las corrien¬ 
tes de malla es 


R X I^) - Rihis) = Vis 
y 

(i?! + R % + sL) J 2 (s) — fij íi(s) = L i(0+) 

Como la intensidad de corriente inicial en la bobina es cero, 
el sistema anterior, escrito en forma matricial, es 

~ «i -*i 

— R x R x + R¿ + sí» 

Para despejar los valores de I x ( s) e /jls} se resuelve el 
sistema por el método de sustitución o por la regla de Cra- 
mer; en cualquier caso, se obtiene 





"y/s" 


I 2 (s) 


0 



V fJ?i + + sLH 

W = 7 


R x {R 2 + s L) 


: ] 


/*(*> = 


* (ff, + si,) 


Ejemplo 9. 

Escribir la ecuación, en el dominio de la variable s, de 
la tensión correspondiente al nudo principal del circuito 
representado en La Figura 17-10. 

El nudo i y el de referencia se eligen como se indica 
en el esquema; al cerrar el interruptor, la ecuación del nudo es 


Li<0+) 


© 


+ 

V/|S 


V,(s) - V/s - L i(0+) JW + 


s L 




R, 


- 0 




(1/sL + 1/R, + l/«a) V,W = ViS -- ' Fif.17-111 

La intensidad de corriente inicial por la bobina es cero; por Unto, la ecuación de la tensión en el nudo, iMs),« 

ir Í \ V / \ 

Vl(s) = V\ R¡R¡ + sLR¡ 4- s LRj 


Ejemplo 10. 

Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de 
malla, en el dominio de la variable s, dei circuito representa¬ 
do en la Fig. 17-11 en el caso de que la carga inicial del con¬ 
densador sea q 0 . 

Se eligen las corrientes de malla como se índica en el 
esquema. Aplicando las leyes de Kirchhoff a las dos mallas, 

{R, + R ¿ )I,(s) - ff,/ 2 (s) = y/s 
y + 1/sC) / a (s) — /i(s) = —</ 0 /sC 

Este sistema de ecuaciones, en forma matricial, es 





y / 5 

R x + 1/sC 

hi *)_ 


—ío/sC 



1/sC 
9o /*C 
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Problemas resueltos 

17-1 Hallar la transformada de Laplace de la función c- eos siendo a una constante. 
Por definición, < [/<()) = j“ /(()«'« dt. aplicada a la íuncrón dada, resulta 

coa ut e~(*+o)f & 

n 


= p-(s + q) coa wt + g -<i + Q)t ^¿"1* 

L (s + o)* -Fu 2 | 


s -+- n 
{s + a} 2 + u,2 


17-2 Si £, [/(/)] F(s), demostrar que £ (V “*/]/)] = F(s + a). Aplicar este resultado al Problema 17-1, 

J rTEO 

= F(»}. Entonces, 

Í1 


*CÍ e “*/(*)] - • at [f(t)e »‘]of 5= J" /(()<!-<•+«>*d¿ = Fís + a) 

Como £ [cosuí] = (véase Tabla I7-I), de (/) se deduce £ {«'« coa w í] = — 8 + a 


(i) 


tuvo en el Problema 17-1. 


(s + a) z -F ' como se ob ' 


17-3 Hallar la transformada de Laplace de la función f(t) = I - siendo a una constante. 


Tendremos 
-C fi - 


J (I -e~“)e-«dt - 

I «-"dt - 

f 

'o 

^0 



ff -(» + oJí dt 


~ f— -«-■* + —£— = 1 _ 

L $ 8+0 _L * 


s + a 


s(s + a) 


1M Hal,ar < _, [a¡ra|- 


s(s 2 — a 2 ) 

Descomponiendo en fracciones simples, 

1 


s(s 2 — a 2 ) 

en donde los coeficientes son 


= ± +-S- + c 


s s + a s — a 


A = 


1 

_ J_ 

B = 

i | 

1 

c - 1 1 1 

s 2 — a s 

a 2 

= 0 


1 

o 

1 

II 

1 

Ifl 

2a 2 

*(s + a) 2a 2 

U = a 

-C"‘ 

_1 =: 

s(b 2 o 2 )J 

-C” 1 

[=¥=-■] r 

[m] 

1 *■'"[££]■ 


Buscando en la Tabla 17-1 las funciones del tiempo correspondientes, 

* 1 [■(«*-a*)] ~ “¿2 + 2 á? e ~ at + 2 ^ 2 ^ 

- _i ± 1_(&* + e ~ at \ 1 , 

a 2 + a 2 y- 2 - ) ~ a 2 (eosh oí “ 1) 
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s(s 2 + 4s -f 4) J ‘ 

Descomponiendo en fracciones simples, 

» + 1 _ A 


Entonces. 


s(s + 2) 2 

A = -A+* f 


— + — + _ £ _ 

a s + 2 T (s + 2) 2 


C - 


s + 1 


» = -2 


1 

2 


(s + 2)*|. s0 " * y 

El coeficiente del término de segundo grado es 

* = s[v]i.., = -¿L_, = 4 

Ahora bien, 1 f s - ■ —.1 = .¿-i Tíl + j>-i f Í_1 + *-i j ^ ~| 

[ S ( S í + 4 s + 4 ) J * L*J L* + 2J + * [> + 2) 2 J 


17-6 


Buscando en la Tabla 17-1 las funciones del tiempo correspondientes, 


«c- 


if S + 1 _1 

¡_s(s z -F 4s + 4)J 


1 

4 


1 

4 


g-zt 


En el circuito serie RC representado en la Fig. 17-12 
la carga inicial del condensador es g 0 = 2500 x 10“ 6 
culombios. En el instante / = 0 se cierra el interruptor, 
con lo que al circuito se le aplica una fuente de tensión 
constante V = 100 voltios. Hallar la intensidad de la 
corriente que circula aplicando el método de la trans¬ 
formada de Laplace. 

La ecuación del circuito en el dominio del tiempo, después 
de cerrar el interruptor, es 



Fig. 17-12 


Ri + 


cf { 


dt - 


o bien 


lüt + 


50 X 10 J 




dt - 100 


U> 


Aplicando la transformada de Laplace a los términos de (/) se obtiene la ecuación en el dominio de la variable s. 


10 m + 


m 

50 x 10$ 


+ 


?o 

50 X 10 “* i 


Como se muestra en el circuito, la polaridad de la carga q 0 es opuesta a la 
tanto, la ecuación en el dominio de la variable s es 


100 

9 


(í) 


correspondiente de la fuente; por 


Agrupando términos 
o bien 


10/(s) + 


/{») 

50 X lO-e s 


2500 X 10~6 
50 X 10-6 a 


l( s ) f lOs + 2X 10< | _ 150 


/(s> 


15 

s + 2 X 10 » 


100 

s 


Aplicando ahora la transformación inversa de Laplace resulta la función del tiempo 


•C’ 1 [/(*>] 


^ |_s + 2 X 10 3 J 


15e-axio*t 


(*) 

(i) 

(5) 


Si la carga inicial q 0 fuera positiva en la armadura superior det condensador el signo de qJsC 
en La ecuación (3) seria positivo. En estas condiciones, el segundo miembro de la ecuación (4) sería 50/s, con 
lo que circularía una corriente de intensidad i — 5e~ 2 * l0 * f A, 


17-7 En el circuito RL representado en la F¡g. 17-13 el interruptor permanece en la posición 1 hag*a 
que se establece el régimen permanente, y el instante t — 0 pasa a la posición 2. Hallar la inten¬ 
sidad de la corriente que circula. 
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Supongamos que d sentido de circulación de la corriente es el 
que aparece en el esquema. La intensidad inicial es ( 0 — —50/25 - 
-2 A. 

La ecuación en el dominio del tiempo es 
25i + 0,01 (di/dt) =100 

Aplicando la transformación de Laplace en (/), 

25 /(s) + 0,0is /(s) - 0,01 1(0 + ) - 100/s (2) 

Sustituyendo j(0+) por su valor, 

25/(sj + 0,0is/(s) + 0,01(2) = 100/s 

100 0,02 I0 4 



de donde 

Desarrollando 


I{s) ~ 


s(0,0ls + 25) 0,01 s + 25 s($ + 2500) s + 2500 


10 4 


Entonces. 


s(s + 2500) 


A - 


de Ja ecuación ( 4 ) en fracciones simples. 


10 4 


s(s + 2500) 


1Ü 4 


% + 25001, = o 
Sustituyendo en Ja ecuación (4), 


= 4 


= - + i. 

s s + 2500 

y B = W 


* ¡* = -2500 


= -4 


/(s) = -- - - 

s s + 2500 


_ 4 

s + 2500 s s + 2500 

La transformada inversa de Laplace de la ecuación (6) es i = 4 - 6f _2A00r 


250 


0.01 H 


(3) 

(4) 


(S) 


W 


17-8 


En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-14 se 
cierra el interruptor en el instante / = 0, con lo que al cir¬ 
cuito se aplica un generador de tensión exponencial v - 
50e _l£>Of voltios. Hallar la intensidad de la corriente que 
circula. 

La ecuación de este circuito, en el dominio del tiempo, es 
Ri + L{di/dt) — v {j) 

En el dominio de la variable s, la ecuación (/} adquiere Ja forma 
ií/(s) + sL I(s) — L í(0+) = V($) (j) 



Fig. 17-14 


Sustituyendo en (2) las constantes del circuito y la transformada de la fuente ^(s) - 50/(s + 100} 


J0/(s) r s(0.2í/(s) 


50 

s + 100 


o bien /(s) 


250 

(a + 100)(s + 50) 


(4) 


17-9 


Mediante la fórmula del desarrollo de Heaviside, ^ 

Fís) = 250, (?(s} = s 2 -f- 150s + 5000, Q'(s) = 2s + 150, 
< - -C“ a [/(»>| = 





«1 = -100 y 

= -5 e -JOOt 


^ P(a n ) 

,-t, q>T) ^ donde 

a 2 = -50. Por tanto. 
+ fie -80 * 


AI circuito serie RC representado en la Fig. 17-J5 se le 
aplica un generador de tensión senoidal v - 180 sen (2000/ 
+ 4>) voltios y el condensador tiene una carga inicial q 0 - 
1250 x 10" 6 culombios con la polaridad indicada. Hallar 
la intensidad de la corriente que circuía por el circuito si 
se cierra el interruptor en el instante en que <j> =* 90°. 

La ecuación del circuito, en el dominio del tiempo, es 
40í + 25 f idt ~ 180 sen ( 2000í + M°) CD 
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Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (7) resulta la ecuación en el dominio de la variable s. 


40/ís) + 






25 X 10“*s ’ 25 X 10“® s 

Introduciendo en (2) el valor de la carga inicial q Q , 


- 180 


{ 


o bien 


«'<•> + ^—'<>1 + 

4.5 i 1 


s se n 90° -f 2000 coa 90 c 
» 2 + 4x10® 

180 s 


} 


<*) 


s* + 4 X 10» 


/(s) = 


_ 1,25 

(■* + 4 x 10®)(s + 10 3 ) s + 10® 


Aplicando la fórmula del desarrollo de Heaviside al término 


4,5 


W 

de (4) resulta 


(s 2 + 4 X 10®) (s + 10 8 ) 

P{s) - 4.5 s 2 , Q(s) - s« + 10 3 #* + 4 X 10« g + 4 X 10», Q'(») = 8 s 2 + 2 X 10» s + 4X 10®, 

(X t =s — j2 X 10 3 , aj ■= j2 X 10 3 y = — 10 3 . En estas condiciones, 

i — P(—j' 2 X 10 a ) iax . P{j2 x 10 3 ) e a x io ] t , jPf—10 a ! e - iQ*t _ i 25e~io*i 

Q'(~}2 x 10®) Q’{j2 x 10 3 ) Q'<~10») ’ 

- (1,8 - jO,^' 1 - 101 ' + <1,8 + jO,9Je íJa ‘ ,0 * r - 0,35e™ 10,1 {4) 

= -1,8 sen 2000/ + 3,6 eos 2000í - 0,35e lí>3 ' 

= 4,02 sen (2000/ + 116,6?) - 0.35* -1 ° ,f 

Para / = 0, la corriente viene dada por el cociente entre la tensión instantánea —tensión de la fuente 

más tensión de la carga del condensador— y Ja resistencia. Esto es. 

i, = = 3.25 A 

Si hubiéramos hecho / = 0 en la ecuación (4) se habría obtenido el mismo resultado. 


17-10 En eJ circuito serie RL representado en la Fig. 17-16 la 
tensión senoidal del generador viene dada por v = 100 
sen (500/ + voltios. Hallar la intensidad de corriente 
que circula si se cierra el interruptor en el instante en 
que <£ = 0. 

La ecuación general de un circuito serie RL, en el dominio 
de la variable s, es 

RI( s) + sL/(s) - L t(0+) = V{$) (i) 

La transformada de la fuente para - 0 es V(s) = ■ 

Como no existe corriente inicial en la bobina, L ;(0+) = 0. Sus¬ 
tituyendo las constantes del circuito en la ecuación (/), 

5 x 10* 



50 


0.01 H 


5 J{s) + 0,01 I(s) - s2 + 26 x 10 4 
Desarrollando (2) en fracciones simples. 

™ = 6 (rr7 


:¿±¿ó + b 


de donde 1( s) = 

Lz±\ 


5 x 10® 


(: 


j 600 j 


+ 


(s 2 + 25 X 1Q 4 )($ + 500), 
10 


s + 500 


;500 } 

Entonces, la transformada inversa de (i) es 

i = 10sen500í - lOcosfiOOí + 10e _WOt = 10e-»o< + 14,14 sen (500 1 — W4) 


(*) 


<í) 


17-11 En el Problema 17-10, si la función de tensión se escribe en la forma 

v = 100e ÍMrtl (i) 

se introduce un término coseno en el generador. Hallar la intensidad de corriente por el cir¬ 
cuito del Problema 17-10 mediante la ecuación (7). 

Para v = 100e' iOÜ \ K(s) - 100/(s -jSOO), y la ecuación en el dominio de la variable s es 

5/{s) -r 0.01 lis) - 100/(s — j'500) y /(•) = 10V(s-j500)(s + 500) (f) 

Desarrollando en fracciones simples, /(s) — + s+^500^ ^ 
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ddímpot” 1 k transfornlada mV6rsa dc U P |ace « J» (J), la intensidad de corriente en función 

í = (I0->10)<tjsooi + (-10 + jlOJe-sw 

— 1444e JÍ500, ^ jr/ ‘ l) -j- (—10 + jlQ)e'"Wot 

~ l4,14{eog (500í - ir/4) + ; sen (5Ü0í — ir}4)} + (-10 + >lQ) c -soot ( 4 ) 

Con» el generador de tensión del Problema 17-10 solo contiene la paite imaginaria de (/) la intensl- 
dad que circula es la parte imaginaria de la ecuación {4), ■ 

i — 14,14 sen (600í - r/ 4 ) + iQ e -500t 

17-12 En el circuito serie RLC representado en la Fig, 17-17 no 
existe carga inicial en el condensador. Si se cierra el inte¬ 
rruptor en el instante / = 0, hallar la intensidad de co¬ 
rriente que circula. 

La ecuación dd circuito, escrita en eJ dominio dej tiempo, es 
r di i r 

L dt + c J * 


Ri + L 


dt - 


U) 


Aplicando ía transformada de Laplace a los términos de (V), se 
deduce la ecuación en el dominio de la variable $, 

#/(s) + &L1( s) - L i(ü+) + i/( s ) + ~ 

sC s C 



0,5 F 


V 

s 


(S) 


Las condiciones iniciales son L í(0+ ) = 0 y qo/s C = 0. Sustituyendo las constantes dei circuito en (2) resulta 

W 
ti) 


2 /(s) + 4- _ 50 

0,5s s 


de donde 


m = 


50 


50 


s 2 + 2s + 2 
Desarrollando (4) en fracciones simples. 


m = 


>25 


(s + 1 + » 


(s -i-1 -i- »(s + l — j) 


>26 


(5) 


y aplicando la transformada inversa de Laplace a {5) se deduce el valor de la intensidad de corriente en el do- 
mimo det tiempo, 

i = ;26{cí“i-l» - c<-i»j)e> = 5(^-1 sen i 

17-13 En el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-18 se eligen las dos corrientes de malla 
como se indica en el esquema. Escribir, en forma matricial, el sistema de ecuaciones en el do¬ 
minio de la variable s y construir eí circuito correspondiente. 


5n 


2 H 



i 5 ti 



V) 


5¿i + I f ** dt + 5,2 - v > i0i * + 2(dydt) -f- 6ij = V 

Aplicando la translorihada de Laplace en (/) resulta el sistema correspondiente en el dominio de la variable s, 

5/^s) + + ¿ + 5/jís) = V(s) 10/ 4 (s) + ís/afs) - 2 i 2 (0+) + 5/j($) = V(s } {2} 

Ahora se puede determinar el circuito pedido en el dominio de la variable s mediante las matrices Z(s) 
/(s) y K(s). (Véase Figura 17-19.) 

'6 4- l/2s 5 


”1 



V'(s) — 7 q/ 2 s 


_h(*L 


_V(s) + 2t^(0-|-)_ 
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17-14 En e] circuito de dos mallas representado en la Fi¬ 
gura 17-20 hallar las intensidades de corriente que 
circulan al cerrar el interruptor. 

El sistema de ecuaciones del circuito, en el dominio 
del tiempo, es 


lOf*! + 0,02 - 0,02 ^ = 100 

dt at 


di. 


diy 


V) 


0,02 ~ + - 0,02 — = 0 

dt dt 


Aplicando la transformación de Laplace en (/), 

(10 + 0,02s}/,(s) - 0,02s / 2 {s) = 100/a 
De ta segunda ecuación de (2) se obtiene 

W = 


L s + 250 

y sustituyendo en la primera ecuación del dominio de la variable s, 

(IO + WU.V 1 (.)-OJ»^/ lW (_^ 5 )J 

de donde 

De la segunda ecuación de (2) se obtiene 


(5 + 0,02s)/ 2 (s) - 0,02s /i(s) = 0 

) 


100 

s 


/j(s) = 6,67 1 * t 250 l 

J |s(s + 166,7) I 



611 


i2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(9) 


lü 3 33 

/jís) = ~ s + 166 7 C0nl0{ l ue = 10 - 3,33c -«*.« 

Sustituyendo (J) en la ecuación (i) resulta la ecuación en el dominio de la variable s, 

W = 6,67 {s(s+166!7)}rT^5Ó = 6 ’ 67 ( s + 166,7) con U> ^ = 6 .C 7 e-i«(, 7 t (7) 

17-15 Aplicar los teoremas del valor inicial y final a las ecuaciones /Js) e 7 2 (s), en el dominio de la 
variable $, del Problema 17-14. 

Las ecuaciones en el dominio de la variable s del Problema 17-14 son 


/i(i) 


6,67 


( s + 250 1 
js(s + I66,7)j 


El valor inicial de ^ viene dado por 



t|(0) = lim [s/,<*)] 

»-+ * 



- 6,67 A 


y el valor final es 

= lim [./,(•)] = = Mim/166,1) — I» A 


El valor inicial de i 2 viene dado por 


i a (0) = lim [s/ 2 (s)j 

f —* <* 

y el valor final es 

¿aM = lim (s/ 2 (s)] 

jmO 


.'i m . [ 6 ' 67 (rfl66?7)i 

ÍSlMrnw)] 


6.67 A 


0 


Examinemos el circuito representado en la Fig. 17-20 para comprobar cada uno de los valores inicial 
y final. En el instante de cerrar d interruptor, la bobina presenta una impedancia infinita y la corriente tiene 
una intensidad i, = i 2 = 100/00 + 5) = 6,67 A. En cambio, en el régimen permanente, la bobina es un 
cortocircuito; es decir, i, = 10 A, f 2 - 0. 
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17-16 Hallar la impedancia equivalente del circuito representado en la Fig. 17-20 y construir el cir¬ 
cuito con esta impedancia. 

En el dominio de Ja variable s, La bobina de 0,02 H tiene una impedancia Z(s) — 0,02s, con la que se pue¬ 
de operar igual que con jtaL en el régimen permanente senoidal. Así, pues, la impedancia equivalente vista 
desde el generador es 


l 


Z(s) 


m + 0 ' 02s ( 5 > = 0.3s + 50 

0,02*+ 5 0.02s + 5 


15 


( 


s + 260 / 


( 1 ) 


El circuito de la Fig. 17-21 muestra la impedancia equivalente. 
La intensidad de la corriente que circula es 


■ 0^0 


/lí«) 


m 

m 



Esta expresión es idéntica a la expresión (5) del Problema 1.7-14, Fig. 17-21 

con lo que la función del tiempo es /j = 10 — 3,33e -166 ' 7 '. 


17-17 En el circuito de dos mallas representado en la Fi¬ 
gura 17-22 no existe carga inicial en el condensador. 
Hallar las intensidades de las corrientes de malla 
e i 2 que circularán al cerrar el interruptor en el 
instante / — 0. 

El sistema de ecuaciones del circuito, en el dominio 
del tiempo, es 


10i > + ¿J‘ 


■¿i dt + 10 i, — 50 


50i a + 10*! = 50 





40 íi 


y el correspondiente en el dominio de la variable s, 

lO/,(s) +r^h(*) + 10J t (») = 50/s 


0.2s 


50/ s (s) + 10 /¡(s) = 50/s 


(*> 


o bien en forma matricial, 


10 + i/0,2s 10 


10 





60/s" 




_50/»_ 


50. 

de donde / t (s) = 5/(s + 0,625J e q = 5e~ 0,62il . 

Para hallar i 2 se sustituye el valor de ij en la segunda ecuación (/) del dominio del tiempo: 

50í 2 + I0(5e~°’ 62í ') -- 50, de donde i 2 = 1 - 

S 

17-18 En el Problema 17-17 hallar la impedancia equivalente del circuito en el dominio de la varia¬ 
ble s y calcular la intensidad de corriente total y las corrientes en las ramas. 


/ ■ + 5/8 N 

\s + 1/8 / 


La impedancia equivalente, en el dominio de la variable s, es 

„ , _ , 4 Q{l/0.2s) _ 80s -I- 60 _ 

Z(s) - 10 + 4 o + | /o,2a 8s + 1 

En !a Fig. 17-23 se representa el circuito equivalente por el que circula una corriente de intensidad 

... _ V(s) _ 50 ( i + l/8 \ = 5 .s + l/8 

1W “ Z( s) ~ * 110{s + 5/8) f ! 


Desarrollando la expresión ( 2 ) en fracciones simples, 


/(.) = | + 


s + 6/8 


s{s + 5/8) 

de donde i = 1 + 4e -s,/a 


(¿i 




(U 
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■- O O .. 

_^ 

— t- 



m 

1 


^ /(s) ^ 


UiW ; 

60/l -! 


Z(*) ? 

“ 1/0,2* I 


Fig. 17-23 Fig. 17-24 

Ahora bien, las corrientes A(s) e / 2 (s) se deducen fácilmente mediante la regla de las corrientes deriva¬ 
das. En la Figura 17-24, 


/it«) 

= /<•)( 

' 40 3 

^ 40 +1/0.2*/ 

5 

“ s + 5/8 

de 

donde i, = Se -0,625 ' 

/„(*» 

= /(») 

/ 1/0,2 $ N 

l 1 

L 

de donde i 2 = 1 — 

V 40 + l/Ü,2s/ 

s s + 

5/8 



17-19 


En el circuito representado en la Fig. 17-25 se 
cierra el interruptor en el instante t = 0 y no 
existe carga inicial en los condensadores. Hallar 
la intensidad de corriente resultante i que se 
muestra en el esquema. 

La impedancia equivalente del circuito, en el do¬ 
minio de la variable s, es 


ion 


í' 

mm 

i 


l F 
5(1 


Fig. 17-25 


(5 + l/s)(5 + l/0,5s) _ 125s 2 + 45s + 2 
(10 + 1/s + T/0,5 sJ “ s(10s + 3) 


y La 


intensidad de corriente, 

F(s) 50 s(l0s +3)_ 4(s + 0,3) 

^ = Z(sj ~ Tfl25s 2 + 45s + 2) _ (s + 0,308)(s + 0,052) 


Desarrollando 


la corriente en el dominio de la 

1/8 31/8 
/(S) " ¡T~0,308 + s + 0,052 


variable s en 
de donde 


fracciones simples, 

1 31 


0,0521 



(V) 

(2> 


17-20 Aplicar los teoremas del valor inicial y final a la corriente, en el dominio de la variable s. del 
Problema 17-19. 

1/8 31/8 


Como /(s) = 


+ 


» la comente inicial es 


= 4 A 


s + 0,308 s + 0,052 

¿(°) = lim [.*)) = [§(■"■+0.3Ó8") + 8" (s -+ 0 . 052 ). 

y la corriente final es 

t(*) ~ Jjm (■*(*)] _ ¡!To [a (s+o^os) + ¥ (s+o^sl). ” 0 

Examinando el circuito representado en la Fig. 17-25 se deduce que inicialmente, la resistencia toul 
del mismo es R = 10 + 5(5)/l0 = 12,5 y, por consiguiente, i(0) = 50/12,5 - 4 A. En el régimen pe 
nente, pues, los dos condensadores se cargan a la tensión equivalente de 50 V y la intensidad de comente por 

ellos es nula. 
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17-21 Hallar la transformada de Laplace de cada una de las funciones siguientes; 

(a) fO) = At (c) /(/) = sen ojí (e) /(/) - C osh cú( 

<6) /(() * te'*' (d) f{t) - senh wt (f) /(,) = e ~ m sentí <ot 

Sol. {a)-(e) Véase Tabla 17-1, {/)-%—— 

(s + a) 2 “ o? 


17-22 


Hallar la inversa de las transformadas de Laplace de cada 


(o) 

F(s) 

s 

í^\ ev* \ _ 3 

(s + 2){* + l) 

s(s 2 + 6s -f 9) 

(6) 

F(s) 

1 

í _ s -f" 5 


s 2 + 7» + 12 

IpJ IMSJ — ^ -- 

s* + 2s + 6 

íc) 

F(s) 

5s 

i/\ — 2s + 4 

s 2 + 3s + 2 

(n m ?'+ U + 13 

St?l. 

(a) 

2e-2< _ e -i 

(d) ¿ - te-si 


(i) 

e~ i( — 

(e) e~ t (eoi2í + 2 sen 24} 


(<0 

I0e“2i _ 

(f) 2e~ if coa Zt 


una de las fundones siguientes: 


(ff) F(s) 


25 

(s 2 -I- 4)(a + 6} 


(g) ¿feos 2 1 + ^sen2í - 


,W3 C u,f 1 10 ohmi °7 f = °' 2 hínri “' * le a P'“ ™ toante , = 0 una lenstón co„ s . 

í , = t , V0 - Hal i" la m,eRS,dad dc „ la corriente por el circuito aplicando el método de la transfor- 

mada de Laplace. SoL i = 5 - 5e' SOt A. 


F7-24 En el circuito sene RL representado en la Fig. 17-26 se mantiene cerrado el interruptor en la posidón 1 hasta 

que se establece el régimen permanente y se pasa a la posición 2 en el instante t - 0, Hallar la intensidad de 
comente que circula. Sol. i =■ 5e" SOt A. 




Fiar. 17-26 


Fig.17-27 



Fig. 17-28 


1 7-25 En el circuito representado en la Fig, 17-27 se cierra el interruptor I en cJ instante t = 0, y en el instante 

t — t — 4 milisegundos se abre el interruptor 2. Hallar la intensidad de corriente en el régimen transitorio 

considerando los intervalos 0 < t < /'y t < r. Sol. i = 2{1 - e~ 300, )A;r = l,06e“ lí0W . f_, ' > + 0,667 A. 

17-26 En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-28 se cierra el interruptor en Ja posición 1 en el instante 

í = 0, y en el instante t = t‘ = 50 microsegundos se pasa a la posidón 2. Hallar la intensidad de corriente en 

el régimen transitorio considerando los intervalos 0 < t < t‘ y t > t\ 

Sol. i = 0,I{1 - r’ 2000 ') A; / = 0,06t j ' 2000(f_f > - 0,05 A. 

17-27 El condensador de un circuito serie RC con R = 10 ohmios y C - 4 microfaradios tiene una carga inicial 
<7o ~ 800 x lír 6 culombios en el instante en que se cierra el interruptor y se aplica una tensión V - 100 vol¬ 
tios. Hallar la intensidad de corriente en el régimen transitorio si la polaridad del condensador es (a) del mis¬ 
mo sentido que Ja polaridad de la fuente, (6) de sentido contrario. 

Sol. ia) i = - íO^í-io 1 ' A; (6) / = 30e“ 2S * J ° 31 A. 

17-28 El condensador de un circuito serie /ÍC\ con R — 1000 ohmios y C = 4 microfaradios, tiene una cierta carga 
inicia! q 0 en el instante en que se cierra y se aplica una tensión V = 50 voltios. Sabiendo que la intensidad de 
corriente es / = 0,075e" 50 ' amperios, hallar la carga q ü y su polaridad. 

Sol. 500 x 10“ 6 C, de polaridad opuesta a la correspondiente de La fuente. 
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17-29 


En el circuito RC representado en Ja Fig. 17-29 se cierra el interruptor en la posición I en el instante / = 0 
y en e instante í — í - 11 (constante de tiempo) se pasa a la posición 2. Hallar la intensidad de corriente en 
el régimen transitorio considerando los intervalos Q < t <. i' y t > t' 

Sol. i = O^e -200 ' Aí i = O,51óe~ 200t,_í> A. 



Fiy. 17-29 Fig. 17-30 pjg. 17.31 


17-30 En el circuito representado en la Fig. 17-30 el condensador, de capacidad C u tiene una carga inicial 

9o = 300 x 10“ culombios en el instante en que se cierra el interruptor. Hallar la intensidad de corriente 
en el régimen transitorio. Sol. I = 2 i 5e~ i ' ix i0 *' A. 


17-31 En el circuito serie RC representado en la Fig. 17-31 la carga inicial del condensador es q 0 = 25 x 10“ 6 cu 
lombios y la fuente aplicada tiene una tensión v= 100 sen (1000/ + ¿) voltios. Hallar la intensidad de co 
rriente que circula si el interruptor se cierra en el instante en que <f> = 30°. 

Sol. i = O,l535e _4000j + 0,0484 sen (1000/ + 106") A. 


17-32 


17-33 


17-34 


En un circuito serie RLC, con R ~ 5 ohmios, L — 0,1 henrios y C — 500 microfaradios, se aplica en el ins¬ 
tante / = 0 una tensión constante V= 10 voltios. Hallar la intensidad de la corriente que circula 
Sol. / = 0,72e' 25 'sen !39í A. 

En el circuito serie RLC representado en la Fig. 17-32 Ja carga ini¬ 
cial del condensador es q¡¡ = 10 3 culombios y el interruptor se en¬ 
cuentra en Ja posición I hasta que se establece el ré gim en perma- fin 

nente. Hallar la intensidad de la corriente transitoria que circula 
por el circuito al pasar por el interruptor de la posición 1 a 2 en el 
instante t = 0. 

Sol. i =s e~ 2Sl (2 eos 222/ - 0,45 sen 222/) A. 0.1 h 

A un circuito serie RLC , con R = 5 ohmios, L = 0,2 henrios y 
C = 1 faradio, se le aplica una tensión u = lO<? -100í voltios, en el 
instante / = 0. Hallar la intensidad de corriente que circula. 

Sol. i = — Q,óó6e -100 ' + 0,ó70e _I4 ‘ 8 ' - 0,004<T°' 2f A. 



17-35 Un circuito serie RLC, con R = 200 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 100 microfaradios, contiene un genera¬ 
dor de tensión senoidal v = 300 sen (500/ + <f>) voltios. Hallar la intensidad de la corriente transitoria que 
circula al cerrar el interruptor en el instante en que 4> ~ 30 c . 

Sol. i = 0,5l7e _34t ’ 4< - 0 ,197e~ 5 *' 6t + 0,938 sen (500r - I9 n ) A. 

17-36 Un circuito serie RLC, con R — 5 ohmios, L = 0,1 henrios y C = 500 microfaradios, contiene un generador 
de tensión senoidal v = 100 sen (250/ + <£) voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula si se cierra 
el interruptor en el instante en que <p = 0" 

Sol. i = e~ 2St {5,42 eos I39r + 1,89 sen 139/) + 5,65 sen (250/ - 73,6°) A. 


17-37 En el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-33 se eligen las corrientes como se indica en el esquema. 
Escribir el sistema de ecuaciones del circuito en el dominio del tiempo, transformarlo en el correspondiente 
en el dominio de la variable s y obtener las intensidades de corriente transitorias i, e L 
Sol. i t = 2,5(1 + e" 10 *') A; t, = Se' 103 * A. 



\ 


Flf.17-13 
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17*31 


En el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-34 hallar las intensidades de corriente 
tan al cerrar el interruptor en el instante i = 0. 

Sol i x = G T lOle~ 10 * + 9,mr i95ai A; í a — -5,OSe' 100 ' + 5 + 0,5*'»** A. 



6 ti 

(-yVWW 





í‘i e í 2 que circu- 



Fif. 17-54 


Fi*. 17*55 


17*39 En el circuito representado en la Fíg. 17-35 el generador de 100 voltios hace circular una corriente continua 
por la primera malla y el interruptor se cierra en el instante t = 0 introduciendo la resistencia de 10 ohmios 
en paralelo con la rama que contiene la asociación en serie de R = 10 ohmios y L = 2 henrios. Hallar las in¬ 
tensidades de comente que resultan. Sol. í'j = l,67e~ 6 * t7í + i A; í 2 = — ü,555e~ 6,6?t + 5 A. 

17-40 El circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-36 contiene un generador de tensión senoidal u = 100 sen 
(200/ + 4>) voltios. En el instante / = 0, en que el ángulo $ = 0, se cierra el interruptor poniendo en paralelo 
la segunda resistencia de 10 ohmios con la primera. Hallar las intensidades de las corrientes de malla que circu¬ 
lan con los sentidos marcados en el circuito. , 

Sol. /, - 3,Ol<r 1001 + 8,96 sen (200/ - 63.4 a ) A; ¡ 2 = l,5Q5f- 100 ' + 4,48 sen (200/ - 63,4 a ) A. 


D.US H 



i 
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bina, 254, 255 

tensión en bornes de un conden¬ 
sador, .256, 257 

Conversión, estrella-triángulo, 155, 
157 

fuentes, 139, 141 
triángulo-estrella, 157 
Corriente, circuito paralelo, 55 
circuito serie, 26, 54 
dominio de la variable, 266 
fasor, 46 
fuente, 140 

equivalente de Norton, 140 
intensidad, 2 
lugar geométrico, 87 
matriz, 107 

ramificación o división, 55, 56 
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Corriente, sentido, 2 
transitorio, 242 

Corriente continua, circuito RC, 245 
circuito RL, 242 
circuito RLC, 247 
transitorio, 242 

Cosenos, sene; valor eficaz, 17 
Cramer, regla, 106 
Cuadrada, onda, 6, 20, 228, 232 
Cuatro conductores, sistema trifá¬ 
sico, 196, 198, 200 
Culombio, I, 4 


Delta, conexión {véase Triángulo, 
conexión) 

Desarrollo, métodos, fracciones 
simples, 269 
Heaviside, 271 

Desequilibrada, carga trifásica, co¬ 
nexión en triángulo, 199 
estrella con cuatro conducto¬ 
res, 200 

estrella con tres conductores, 
201 , 207 

Desplazamiento del neutro, méto¬ 
do, 201 

Determinante, 104 
Dieléctrica, constante, 1 
Diente de sierra, Fourier, 219 . 
onda, 17 
valor eficaz, 18 
valor medio, 18 
Diferencíales, ecuaciones, 242 
Dirichlet, condiciones, 218 
Distintas, raíces, 248 
Dominio, pulsación compleja, 265 
pulsación o frecuencia circular, 46 
tiempo, 46 
variables, 265, 272 

Eficaz, función senoidal, 18 
serie de Fourier, 225 
valor, 16 

Eléctrico, campo, 3, 246 
Electrón, 1, 2 
Energía, 2, 84 
Entrada, admitancia, 124 
impedancia, 107 

Equilibrado, carga en estrella, 198 
carga en triángulo, 197 
método de los dos vatímetros, 204 
potencia, 203 
sistema trifásico, 197 
Equivalente, admitancia, 56 
circuito, 56, 57, 182 
impedancia, 54 
Escalón, función, 265 
Específica, capacidad inductiva, 1 


Espectro de líneas, 223 
Estrella, conexión, alternador, 196 
conexión de cargas, 198, 200 
Estrella-triángulo, transformación, 
157 

Euler, fórmula, 36, 43 
Exponencial, forma, magnitudes 
complejas, 36 
series de Fourier, 220 


Factor de potencia, 69, 70 
ángulo, 69, 70 
corrección, 71 
elevación, 71 
en adelanto, 69 
en retraso, 69 
Faraday, ley, 177 
Faradio, 3, 4 
Fase, ángulo, 25, 46, 249 
diferencia, 46, 47, 57 
en adelanto o en retraso, 25, 46, 
47, 57 

secuencia (polifásico), 196 
Fasor, 45, 46 

Final, teorema del valor, 272 
Flujo, 177 

Forma de onda, análisis de Fourier, 
218 

periódica, valor medio, 16 
simétrica, 17, 221 
síntesis, 224 
suma, 222 
valor eficaz, 16 
Forma, factor, 17 
Fourier, series, forma exponencial, 
220 

forma trigonométrica, 218 
Frecuencia, alta, potencia mitad, 84 
ancho de banda, 84 
baja, potencia mitad, 84 
dominio, 46 
espectro de lineas, 223 
natural, 251 
resonante, paralelo, 82 
serie, 81 

Fuente, compleja, 43 
de intensidad, 140 
de tensión, 139 
equivalente, 139-142 
no senoidal, 226 
Función, complementaria, 242 
escalón, 265 
impar, 22í 
par, 221 

periódica, 16, 218 


C (símbolo de conductancia), 57 
Generación polifásica, 195, 196 


Giratorio, vector, 45 
Grafo, circuito, 101 


Heavisíde, método de desarrollo, 
271 

Henrio, 3, 4 

Homogénea, ecuación, 245 

Imaginaria, parte, admitancia com¬ 
pleja, 56 

impedancia compleja, 43 
número complejo, 35 
Imaginario, número, 35 
Impar, función, 221, 222 
Impedancia, 25 
circuito paralelo, 55, 56 
circuito serie, 54 
compleja, 43 
diagrama, 44 
entrada, 107 
equivalente, 54 
equivalente de Thevenin, 139 
lugar geométrico, 85 
matriz, 107 

transferencia, 108, 158 
Inducción, 3, 4 

asociación, en paralelo de bobi¬ 
nas, 9 

en serie de bobinas, 8, 9 
coeficiente, de autoinducción, 3 
de inducción mutua, 178 
energía almacenada, 3, 244 
mutua, 177 
Inducida, tensión, 177 
Inductiva, reactancia, 30, 44 
susceptancia, 57 
Inductor, 3 

Inicial, teorema del valor, 271 
Iniciales, condiciones, en el transi¬ 
torio, 242 

Instantáneo, valores, intensidad de 
corriente, tensión, 2, 6, 7, 8 
potencia, 2, 6, 68 
Inversa, matriz, 104 


Julio, 2, 4 


Kirchhoff, leyes, 4, 26, 54, 55 

L (símbolo de coeficiente de auto¬ 
inducción), 3, 4 

Laplace, transformada, 265, 267 
Lazos de corriente, 99 (véase Ma¬ 
llas, corrientes) 

Lenz, ley, 180 
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Línea, corrientes (polifásico), 198 
impedancias, 214, 215 
Lineal, ecuación diferencial, 242 
Lineales, elementos de circuito, 3, 
158 

Líneas, espectro, 223 
Lugares geométricos, diagramas, 85 
elementos variables, paralelo, 87 
elementos variables, serie, 85 
intensidad de corriente, 87 

M (símbolo del coeficiente de in¬ 
ducción mutua), 177 
Maclaurin, serie, 41 
Magnético, acoplo, 177, 179 
campo, 3, 244 ^ 

Mallas, corrientes, 99 
forma matricial del sistema, 107 
sistema de ecuaciones, 99, 10Ó 
Matrú, 102 
admitancia, 123 
cuadrada, 104 
impedancia, 107 
inversa, 104 
multiplicación, 103 
orden, 102 
suma, 103 

Máxima, impedancia, 82, 97 
potencia transmitida, 160 
Media onda, simetría [véase Semi- 
onda, simetría) 

Media, potencia, 225 
Medio, valor, 16 

función periódica, 16 
onda no senoidal, 16, 219 
onda seno, en un semiperiodo, 
17 

Megaohmio, 57 
Menor, 104 

Módulo, número complejo, 36 
Monofásico, equivalente, 198 
Mutua, inducción, 177 

asociación en paralelo, 184 
asociación en serie, 183, 184 
igualdad de A/n y Miu 
notación de puntos, 180 
polaridad de tensión, 179 


Natural, corriente, 180 
frecuencia, 251 

Neutro, comente (polifásico), 198 
Norton, teorema, 140 
Notación, de doble subíndice, 63, 
64, 197 

Nudo, principal, 121 

de un circuito, 55, 101, 121 
referencia, 121 
sistema de ecuaciones, 121 


Nudo, tensión, 121 
Números, complejos, 35 
imaginarios, 35 
reales, 35 


Ohm, ley, 46, 107 
Ohmio, 3, 4 

Oscilación en e! transitorio, 248 


Par, función, 221, 222 
Paralelo, circuito, 5, 26, 55 
admitancia, 56, 57 
conductancia, 57 
factor de calidad Q, 85 
impedancia, 56, 57 
lugar geométrico, 87 
máximo valor de la corriente, 
82 

máximo valor de la impedan¬ 
cia, 82 

potencia y factor de potencia, 
73, 74, 75 
resonancia, 82 
Particular, solución, 242 
Pasivo, circuito, 68, 155 
Pérdidas, flujo, 177 
Periódica, forma de onda, 16 
función, 16, 218 
Periodo, 16, 218 

Permanente, régimen, 24, 43, 242, 
243 

Permeabilidad magnética, 3 
Permití vi dad eléctrica, 1 
Polar, forma de una magnitud com¬ 
pleta, 36 

Polaridad de tensiones, 2,63,64,140 
Polifásico, sistema de tensiones, 195 
bifásico, 195 

conexión en triángulo, 197 
corriente de línea, 198 
cuatro conductores, 198 
de seis fases, 23 
de tres conductores, 196 
equivalente monofásico, 198 
generación, 195, 196 
método de los dos vatímetros, 
204, 205 
neutro, 196, Í98 
potencia, 203, 204, 205 
secuencia, 196 
trifásico, 195 
Potencia, 2, 4, 16, 68 
aparente, 69 
armónicos, 225, 227 
circuito paralelo, 74 
circuito serie, 72 
instantánea, 6, 68 
máxima transferida, 160 


Potencia, media, activa, 2, 68, 69 
mitad, puntos, 84 
no senoidal, 225 
reactiva, 70 
sistema polifásico, 203 
triángulo, 70 
Potencial, 2, 54 
Protón, 1 

Puente, circuito, 64, 118, 151, 187 
Puntos, reglan bobinas acopladas, 
180 


Q (símbolo del factor de calidad), 83 
circuito RC, 84 
circuito RL, 84 
circuito RLC, 85 
definición, 83 


Raíces, complejas conjugadas, 248, 
270 

de un número complejo, 38 
distintas, 248, 269 
iguales, 248 
múltiples, 248, 270 
reales, 248, 269 
Raíz media cuadrática, 16 
Rama, corriente, 26, 56 
variable, 85 

Reactancia, capacitiva, 44 
inductiva, 44 
Reactiva, potencia, 70 
Reales, raíces, 248 

sistema de números, 35 
Reciprocidad, teorema, 158 
Referencia, nudo, 12! 

Regla de cálculo, 38 
Resistencia, 3, 4, 43 
Resistivo, elemento, 3 
Resonancia, circuito paralelo, 82, 
83 

circuito serie, 81 
Retraso, ángulo de fase, 25, 29 
corriente, 25, 29 
factor de potencia, 69 
potencia reactiva (VAR), 71 

S (símbolo de la potencia aparente), 
69 

s, dominio de la variable, 265, 272 
Secuencia, sistema polifá sic o, 196 
Semionda, simetría, 17, 222 
Semiperiodo, valor medio, 17 
Seno, onda, periodo, 17,218 
rectificada por completo, 19 
representación fasorial, 65, 46 
valor eficaz, 17, 18 
valor medio, 18 










Seno, onda, valor medio en un se; 
miperiodo, 19 

Senoidal, corrientes y tensiones, 24 
régimen permanente, 24, 249 
Sentido, de fuentes, 4, 140 
de las comentes de malla, 100 
del arrollamiento, 179, 180 
Serie, circuito, 4, 5, 26 
impedancia, 43, 44 
intensidad de corriente, 26, 54 
lugar geométrico de ¡mpedan- 
cia, 85, 86 
RC, 28, 57 
resonancia, 81 
RL, 27, 57 
RLC, 29, 54 
Simetría, 17, 221 

Simples, desarrollo en fracciones, 
269 

Sfntesis, 224 

Sistema, de unidad mksa, 1,4 
internacional de unidades, S. i., 1 
Steinmetz, forma de un número 
complejo, 36 

Suma, corrientes, 4, 26, 30, 51, 55 
fasores, 51, 52, 54, 55 
ímpedancias, 54 
números complejos, 37 
tensiones, 4. 5t, 52, 54 
Superposición, teorema, 157, 226 
Susceptancia, 57 


INDICE 

Sustitución, teorema (compensa* 
ción), 159 

Tensión, 2 
caída, 4, 54 

compuesta entre líneas, 196, 197 

equivalente de Thevenin, 139 

función de transferencia, 114, 130 

inducida, 177 

nudo, 121 

simple de fase, 198 

subida. 54 

Teorema, circuito, 155 
compensación, 159 
del valor final, 272 
del valor inicial, 271 
Norton, 140 
reciprocidad, 158 
superposición, 157 
Thevcnin, 139 
Thevenin, teorema, 139 
Tiempo, dominio, 46 
Transferencia, función de tensión, 
114, 130 

impedancia, 108, 158 
Transformada de Laptace, 265, 267 
Transitorio, circuito RC , 250, 266 
circuito RL, 242 
circuito RLC, 25t, 273 
corriente alterna, 249 
corriente continua, 242 
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Transitorio, método de Laplace, 265 
Triángulo, conexión, carga equili¬ 
brada, 197 
corrientes, 197, 198 
desequilibrada, 199, 200 
potencia, 203 

Triángulo-estrella, conversión, 157 
Trifásico, 195 

Trigonométrica, forma de un nú¬ 
mero complejo, 36 
series, de Fourier, 218 

Uniforme, velocidad angular, 45 

Valor eficaz. 16 
definición, 16 
series de Fourier, 225 
Vatímetro, método de los dos, 204 
Vatio. 2, 4 
Vectores, 45. 46 
Voltio, 2. 4 

Weber, 177 

« ¿ 

Y (símbolo de la admitancia), 56 
Y-á. transformación, 157 

Y, plano, 86 

Z (símbolo de la impedancia). 43 

Z, plano, 86 

ZY, conversión, 57 
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